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AVERTISSEMENT DE U SECONDE EDITION. 



Quelques personnes m'ayant engage a r^imprimer la 
premiere Edition de ce livre, depuis longtemps epuisee, 
je m'y suis d6cid6, quoique je ne me dissimule pas les 
imperfections inevitables d'un travail compose au d^but 
^ demajeunesse. N^anmoinsjen'aipasvoululeremanier 
:^ ni le completer, parce qu'il m'a semble que son succes 
{^ tenait a ses d6fauts peut-6tre plus qu'i ses qualit^s. On 
' a su gr6 a TAuteurde la franchise avec laquelle il avait 
^ laisse voir ses perplexit6s philosophiques ; on ne lui a 
^pas reproche une certaine exuberance qui sans doute ne 
nuisait pas aux demonstrations, mais qui serait moins 
facilement accept^e de la part d'un esprit muri par les 
annees. II n'est pas jusqu'a quelques hardiesses de cri- 
tique, vis-a-vis d'auteurs renommes, qui ont 616 mises 
surle comptede rimp6tuosit6 de Tdgeetqueje n'oserais 
aujourd'hui reproduire avec la mfime liberty, quoique 
je n'aie rien a y changer au fond. Enfin, j'avais a cette 
dpoque Tavantage d'etre en parite d'impressions avec le 
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jeune public auquel je m'adressais, ce qui est une bonne 
condition pour persuader. 

Pour ces diverses raisons, j'ai tenu a conserver a 
mon livre sa physionomie premiere. Je me suis borne 
a quelques corrections de forme, m'appliquant k rem- 
placer de temps a autre un mot ou un tour de phrase 
dont la clart6 me semblait laisser a d6sirer. J'espere 
qu'on gardera a TAuteur Tindulgence qu'on lui a temoi- 
gneeases debuts, et qu'on oublierales vingt-cinq annees 
6coul6es qui donneraient le droit de se montrer plus 
difficile en vers lui. 



PRjfiFiCE DE U PREMISE EDITION. 



J'ai remarqu6 qu'une premiere 6tude de TAnalyse 
infinitesimale laissait dans Tesprit beaucoup d'incerti- 
tude et d'obscurit6. On ne p^netre pas imm^diatement 
la m6taphysique de cette science, et Ton ne se rend pas 
compte de ce qui assure la rigueur des resultats a tra- 
vers Tapparente inexactitude des precedes. 

Voici, si je ne me trompe, les reflexions que doivent 
faire les personnes peu habitudes a I'emploi de TAna- 
lyse : 

Tandis que dans la G6om6trie et TAlgebre ordinaires 
on raisonne sur des quantites toujours finies et d6ter- 
min6es, dans TAnalyse infinitesimale^ au contraire, on 
abandonne les 616ments veritables pour consid6rer des 
quantites auxiliaires, d'une petitesse indefinie, et dont 
les dimensions ne sont jamais arrStees, ce qui est bien 
propre a laisser une impression vague et incertaine. 
Non seulementces2n/?mme?2f petite demeurent indecis, 
mais les relations etablies a leur 3ujet ne semblent pas 
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parfaitement rigoureuses, car on opere a tout instant 
comme s'ils pouvaient 6tre remplac6s par d'autres qui 
en different reellement. Enfln ils disparaissent toujours 
des formules oii Ton avait debute par les introduire, 
de sorte qu'on est en droit de se demander si Ton neglige 
ce qui a de la valeur, ou si Ton s'^tait servi de ce qui 
n'en avait pas. Aussi, tout en acceptant des resultats 
d'une incontestable exactitude, on ne se sent pas satis- 
fait de la voie suivie pour les obtenir. G'est assur^ment 
un grave d^faut logique : il ne suffit pas d'atteindre le 
but, il faut encore savoir de quelle maniere on y 
parvient. 

J'ai cherche a me rendre compte des causes de 
cette impression. II m'a paru qu'elle tenait en grande 
partie k ce qu'on ne distingue pas habituellement le 
Calcul infinitesimal de la M4thode. Les esprits peu 
exerces confondent ces deux branches de TAnalyse, 
rapportent au Calcul les difficult6s inherentes a la 
Methode, et ne les resolvent pas completement, faute 
de les aborder sur leur veritable terrain. 

Rien de plus rigoureux, de plus purement alg6brique, 
si j'ose ainsi parler, que le Calcul pris en lui-m6me, abs- 
traction faite de ses applications, m^caniques ou g6o- 
metriques. Son objet se reduit a calculer des limites 
de rapports et des limites de sommes, c'est-a-dire h 
trouver les valeurs fixes vers lesquelles convergent des 
rapports ou des sommes de quantit^s variables, a 
mesure que celles-ci d^croissent indefiniment suivant 
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une loi donnee. Les r6sultats qu'on poursuit sont evidem- 
ment strangers aux grandeurs attributes aux variables, 
et ne ddpendent que de la loi de leur decroissement. 
Gette remarque est essentielle, parce qu'elle 6tablit que 
le Galcul infinitesimal, comme le Calcul ordinaire, n'a 
reellement en vue que des quantift^s fixes et d^terminees. 
La recherche des fonctions d^riv4es et des int4grales 
est done une suite naturelle de FAlgebre, et ne saurait, 
par elle-m6me, donner prise a aucune objection m6ta- 
physique. 

La Methode infinit^simale est Tart d'appliquer le Cal- 
cul a la solution des problemes de tons genres oii reva- 
luation des quantites inconnues ne pent pas etre obtenue 
d'unemaniere directe. Lamarche uniform6ment suivie 
consiste a demontrer que ces quantites peuvent 6tre con- 
sider^es comme des limites de rapports ou de sommes 
d'infiniment petits, d'une nature plus Simple, et a don- 
ner a ces rapports ou a ces sommes des formes algebri- 
ques telles, que le calcul de leurs limites puisse s'effectuer 
a Taide des proc^d^s habituels de la differentiation et de 
Tintegration. Tout le succes est du a cette circonstance 
decisive, que la limite d'un rapport ou d*une somme n'est 
pas changee quand on vient a en alterer les termes de 
quantites infiniment petites par rapport k eux-m6mes ; 
d'ou resulte le droit, dans les relations ou Ton compte 
passer aux limites, de remplacer certains infiniment 
petits par d'autres qui en difiTerent reellement, et, en 
particulier, de remplacer les accroissemeiits des quan- 
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tites par leurs diff4rentielleSy dont Texpression est tou- 
jours plus simple. II est 6galeaxenl permis de supprixaer, 
dans une equation, tous les infiniment petits d'ordres 
sup^rieurs a ceux dont on se propose de calculer les 
limites. 

L'eachainement des operations est des lors parfaite- 
ment logique. Apres avoir constats que la quantity ia- 
connue est une limite de rapport ou de somme d'infini- 
ment petits, on s'occuped'^tablir laloi de decroissement 
de ces derniers, c'est-a-dire de les exprimer en fonction 
d'un seul d'entre euz» qu'on soit maltre de faire varier 
a volont6, et qui, pour ce motif > est en general I'accrois- 
sement de la variable indipendante. Mais, au lieu 
d'operer sur ces infiniment petits eux-m6mes, on les 
remplace, au besoin, par d'autres entre lesquels les rela- 
tions soient plus faciles a d^couvrir ^ et Ton simplifie a 
chaque instant les formules en negligeant les quantites 
quiy par Tordre de leur petitesse, seraient sans influence 
sur la valeur de la limite. On arrive ainsi aune Equation 
toute pr^par^e pour Tceuvre du Galcul infinitesimal » ce 
qui fait rentrer la question dans le domaine propre de 
I'Algebre. 

Tel est le sujetque j'ai entrepris d'exposer dans cette 
fitude. 

fividemment, les considerations que je pr6sente ne 
sont pas nouvelles pour les geometres. On en retrouve- 
rait les principesa divers endroits de leurs Merits. Mais, 
comme elles y sont g^n^ralement associees aux calculs, 
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ii n'est pas toujours ais6, pour des commen^ants, d'en 
saisir la filiation naturelle. C'est to qui m'a fait juger 
utile de les r6umr en un corps de doctrine separ§, ou 
I'enchaln^TQ'ent devtnt plus sensible. 

Mon travail est divisfi en trois parties. 

La premifere, intitulee Notions fondamentsileSy est, 
-comme son nom Tindiqne, eonsacr^e anx definitions et 
aux principes g^neraux de I'Analyse. Je me suis efforce 
d'y mettre le plus de clart6 possible, et dans ce but je 
n'ai pas craint de prolonger parfois les explications, 
parce que j^ sais par experience que les difflcult6s 
Tiennent souYont de ce qn'on a pass6 trop "vite snr les 
preliminaires. 

Le Calcul proprement dit occupe la deuxieme partie. 
N'ayant eu nulle pretention de faire un traite didactique, 
mais simplement de marquer la destination de cette 
Algebre sup^rieure en m6me temps que sa place natu- 
relle dans Tensemble de I'Analyse, fai dOi me bomer a 
r^tudier dans ses operations essentielles et yraiment 
caracteristiques, a savoir la differentiation et Vint4- 
gration. 

La troisieme partie est consacree a la MSthode. C'est 
la que se pr6sente Texamen des difflcultes que je 
signalais en commengant. Le meilleur moyen de les 
aborder m'a paru 6tre d'analyser quelques-uns des 
exemples les plus usuels et pour ainsi dire classiques. 
En reprenant a ce point de vue les problfemes connus de 
la mesure de Vaire ou de la longueur d'une courbe, 
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de la determination du rayon de courbure ou des 
composantes tangentielle et normale de la force acc4- 
liratrice, etc., je me suis attache a faire ressortir les 
principes sur lesquels . on s'appuie tacitement dans le 
cours des operations, et qui expliquent les transforma- 
tions en apparence arbitraires qu'on fait subir aux 
quantit6s. II n'est pas difficile de voir que chaque sim- 
plification a sa raison d'etre, et que tout se ramene a 
un petit nombre de theoremes g6n6raux, susceptibles 
d'une demonstration parfaitement rigoureuse. 

Les ouvrages quej'ai consul tes avec le plus de fruit 
sont ceux de MM. Sturm, Duhamel, Navier, Garnot, 
Auguste Gomte, Moigno, B6langer, Gournot, etc. Je 
citerai en premiere ligne les tll6ments de Calcul infi- 
nitdsimal de M. Duhamel. G'est plus qu'un traite, c'est 
aussi une etude historique des plus interessantes sur 
les origines de TAnalyse transcendante. Les Legons 
sur le Calcul diffdrentiel et integral de M. Tabb^ 
Moigno r^sument et coordonnent, avec une grande 616- 
gance, les beaux travaux de M. Gaucby. Les Reflexions 
de Garnot sur la m4taphysique du Calcul infini- 
tesimal 6clairent sup6rieurement plusieurs notions 
essentielles, entre autres celle des infiniment petits. 
Mais je n'ai pu suivre cet auteur dans sa conclusion 
g6n6rale, qui consiste a fonder Texactitude des r6sultats 
sur le fait de la disparition des quantites infinitesimales 
dans les equations dernieres. Un tel argument, bienque 
vrai au fond, n'est pas satisfaisant pour Tesprit, car il 
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semble confondre le signe de Teffet avec la cause elle- 
meme, et Ton peut dire qu'il prouve, mais n*explique 
pas. 

Tout en accordant a la Theorie des fonctions analy- 
tiques et au Calcul des fonctions de Lagrange le tri- 
but d'admiration du a ces oeuvres immortelles, je n'ai 
pu m'empecher d'en combattre la pensee dominante. 
L'entreprise de ramener TAnalyse infinitesimale a un 
point de vue purement algebrique et de supplier une 
conception naturelle par des artifices de calcul, a d^flni- 
tivement echou6 contre les impossibilit^s de Tappli- 
cation, sans parler de Tinsuffisance et mSme du para- 
logisme dela proposition fondamentale. 

J'ai dil mentionner, pour en signaler le vice, un expe- 
dient, heureusement peu r^pandu aujourd'hui, d'apres 
lequel on regarde les accroissements des quantites, 
ainsi que les diff^rentielles, comme de purs z4roSj 
n'ayant dans les formules d 'autre valeur que celle de 
symboles alg^briques. Singuliere maniere de constituer 
les 616ments de nos calculs et de donner une base 
certaine a nos deductions ! 

Maintenant que j'ai fait connaitre la pensee de ce livre, 
qu'il me soit permis d'exprimer un souhait : ce serait 
de ramener vers les speculations infinitesimales quel- 
ques esprits qu'une premiere 6tude en aurait eloignes. 
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Je m'occuperai successivement : 

l"" Des notions g^ndrales qui servent de base a TAna- 
lyse; 

2° Du Calcul infinitesimal proprement dit ; 

3^ De la Methode ou de T application du Calcul aux 
divers problemes. 

La nature et le motif de ces divisions seront indi- 
qu6s plus tard. 



De Freycinet. — Anal, infin. 
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NOTIONS FONDAMENTALES 



CHAPITRE PREMIER. 



FONCTIONS, VARIABLES ET GONSTANTES, FONGTIONS 

DE FONGTIONS. 



1. On dit que deux quantites sont fonction Tune de 
Tautre lorsque, la valeur de Tune d*elles etant flxee, la 
valeur de Tautre s'ensuit, et r^ciproquement. 

La surface d'un cercle et yson rayon, Tespace parcouru 
par un corps tombant librement dans le vide et la duree de 
sa chute sont des quantites fonction Tune de Tautre; car 
la longueur du rayon determine Taire du cercle, et la duree 
de la chute en determine la hauteur. 

La dependance reciproque s'etablit au moyen d'une rela- 
tion analytique, qu'on nomme equation, — C'est k dessein 
que nous disons analytique : voulant faire entendre par Ik 
que la relation supposee est exprimable avec les algorithmes 
de r Analyse. II y a une foule de relations naturelles, que 
nous sommes impuissants k exprimer sous une forme 
analytique; ce ne sont pas Ik de veritables equations, et 
nous n'avons pas k nous en occuper (*). 

(*) « On se forme ordinairement une idee beaucoup trop vague de 
» ce que c'est qu'une Equation, lorsqu'on donne ce nom ^ toute es- 
» p^ce de relation d*^galit6 entre des fonctions quelconques des 
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Toute fonction implique une Equation, et, inversement, 
toute equation implique une fonction : ou plutot c'est une 
seule et meme id6e sous des termes differents. 

Les deux quantit^s, fonction Tune de Tautre, etant liees 
par une seule equation, peuvent recevoir chacune une infi- 
nite de valours diflF^rentes, k la condition que ces valeurs 
satisfassent toujours k Tequation donnee. Pour ce motif on 

» grandeurs que Ion considfere. Gar si toute Equation est ^videm- 
» ment une relation d'6galit6, il s'en faut de beaucoup que, r^cipro- 
» quement, toute relation d'^galit6 soit une veritable Equation, du 
» genre de celles auxquelles, par leur nature, les m^thodes ana- 

lytiques sont applicables 

» II y a I^ un vice logique qu'il importe beaucoup de rectifier. 

* Pour y parvenir, je distingue d'abord deux sortesde fonctions: 
» les fonctions abstraites, analytiques, et les fonctions concretes. 
» Les premieres peuvent seules entrer dans les v6ritables Equations, 

• en sorte qu'on pourra d6sormais d^finir, d'une manifere exacte et 
» suffisamment approfondie, toute Equation une relation d'6galit6 
•> entre des fonctions abstraites des grandeurs consid^r^es. 

» Les fonctions que j'appelle abstraites sont celles qui expriment 
» entre des grandeurs un mode de d^pendance qu'on peut concevoir 
>) uniquement entre nombres, sans qu*il soit besoin d'indiquer aucun 
« ph6nom^ne quelconque ou il se trouve r6alis6. Je nomme, au con- 
» traire, fonctions concretes celles pour lesquelles le mode de d6pen- 
» dance exprim^ ne peut Stre d^fini ni con^u qu'en assignant un cas 
») physique d6termin6, g6om^trique, m^canique ou de toute autre 
» nature, dans lequel il ait effectivement lieu. 

* La plupart des fonctions, k leur origine, celles meme qui sont 
I) aujourd'hui le plus purement abstraites, ont commence par etre 
» concretes; en sorte qu'il est ais6 de faire comprendre la distinc- 
•» tion pr^c^dente, en se bornant k citer les divers points de vue 
» successifs sous lesquels, k mesure que la science s'est form^e, les 
» g^om^tres ont consid^r6 les fonctions analytiques les plus simples. 
» J'indiquerai, par exemple, les puissances, devenues en g6n6ral 
» fonctions abstraites depuis seulement les travaux de Vi^te et de 

* Descartes. Ges fonctions x*, x*,.., qui dans notre analyse actuelle 
" sont si bien con^ues comme simplement abstraites, n'^taient, pour 
» les g6om^tres de I'antiquit^, que des fonctions enti^rement con- 
» crates, exprimant la relation de la superficie d'un carr6 ou du 
J volume d'un cube k la longueur de leur c6t6. ^ 

(AuGusTE GoMTE, Cours de Philosophie positive, 2* Edition, 
1. 1-, p. 122.) 
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donne aux quantites le nom de variables. Gelle qu'on choisit 
pour la faire varier directement, d'une manifere arbitraire, 
est AiteYSLviaiblQindependante; et I'autre, qui varie en conse- 
quence des valeurs attribuees h la premiere, est nomm^e 
variable dependante, C'est k celle-ci que s*applique plus 
particulierement la qualification de fonction : lorsqu'on dit 
que la variable y est fonction de la variable a?, il est sous- 
entendu que la variable x est prise comme independante 
relativement k y\ si c'etait le contraire qui eilt lieu, on 
aurait soin d'en avertir express^ment. 

On nomme fonction explicite celle qui provient de la reso- 
lution de Tequation par rapport k la variable dependante, 
et fonction implicite celle qui est contenue dans une equa- 
tion non encore resolue ( * ) . 

La fonction implicite est de sa nature essentiellement 
transitoire et doit etre consid6ree, dans un calcul, comme 
devant etre ramen6e t6t ou tard k la forme explicite. C'est 
ce qui resulte du choix memo d'une variable independante : 
pour que la valeur correlative de la variable dependante 
soit obtenue, il faut que Tequation puisse etre resolue par 
rapport k cette derniere. 

2. Theoriquement, toute equation pent etre resolue ou 
du moins concue comme resolue par rapport k Tune quel- 

(') Par exemple, dans I'^quation de I'ellipse 

rordonn6e y, consid6r^e comme variable dependante, est une fonc- 
tion implicite de I'abscisse x. Si Ton r^solvait par rapport k y, 
la nouvelle Equation 



repr^senterait une fonction explicite de x. 
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conque des variables qui y figurent. Rien n'empeche, par 
consequent, de prendre pour variable dependante celle k 
laquelle il plait de faire jouer ce rdle, et de consid6rer Tautre 
variable comme independante. Mais cette facult6, illimit^e 
en theorie, est reslreinte, dans la pratique, par la conve- 
nance de laisser aux quantit^s leur r61e naturel'; j'entends 
par 1^ qu'on doit leur assignor dans le calcul une desti- 
nation en harmonie avec leur signification concrete. Ainsi, 
quand on dit que I'espace . parcouru par un corps tombant 
librement dans le vide est une fonction de la dur^e de sa 
chute, on se conforme, dans cet enonc6, aux regies d'une 
saine logique. Mais si, renversant les r61es, — comme on en 
a le droit au point de vue de la pure Analyse, — on vient h 
dire que la duree de la chute est une fonction de I'espace 
parcouru, cette maniere .de presenter la loi du phenomfene 
heurtera le jugement. Car la nature des choses nous indique 
que la variable v6ritablement independante (puisqu'elle 
varie independamment de nous, de nos experiences et de 
nos mesures), c'est le temps, et que I'espace parcouru 
augmente en consequence des augmentations de la dur6e. 
De meme on pourrait dire abstraitement que le rayon d'un 
cercle est fonction de sa surface, puisque, la surface etant 
assignee, le rayon s'ensuit n6cessairement. Mais un tel 
enonce, bien que ne heurtant pas aussi directement les 
donn6es physiques que celui de I'exemple precedent, ne 
laisserait pas de contrarierles notions resultant d'une habi- 
tude journalifere; car la determination experimentale du 
rayon etant plus simple que celle de I'aire du cercle, la 
precede ordinairement ou en est independante, et des lors 
celle-ci doit etre envisagee comme dependant de celle-1^. 

Pour le mSme motif, dans les equations auxquelles on 
attribue une signification geometrique, ou qui representent 
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des courbes, on prend Tabscisse pour variable indepen- 
dante, de preference a I'ordonnee; c'est parce que Taxe 
des abscisses figure une base horizontale et celui des or- 
donnees une base verticale. Or, nous savons par experience 
qu'il est plus facile et par consequent plus naturel de 
compter d'abord horizontalement les distances, et de porter 
ensuite au-dessus la longueur qui doit marquer la hauteur 
du point. Si Ton voulait agir inversement , c'est-k-dire 
mesurer d'abord la hauteur, et mener ensuite, par I'extr^- 
mite de cette hauteur, une ligne horizontale, on eprouverait 
le plus souvent, dans Tordre physique, de tres grandes 
difficult es. 

Ces considerations, qui doivent toujours guider pour le 
choix de la variable ind6pendante , sont d'ailleurs, je le 
r6pete, sans aucune influence sur le calcul envisage abstrai- 
tement. II est loisible, pour la plus grande commodite des 
operations analytiques, d'alterner les r61es, h volonte, entre 
les variables de la question. 

3. L'equation qui relie les variables contient d'autres 
quantites qui restent les mgmes, quelles que soient les 
valeurs attribuees aux variables. Ainsi, dans Tequation qui 
exprime Taire du cercle en fonction du rayon, figure le 
nombre ir (3,1415926. . .), qui ne varie pas avec le rayon; 
dans Tequation: qui exprime la hauteur parcourue en fonc- 
tion de la duree de la chute, figure le nombre g (9,808. . .), 
qui ne varie pas aux divers moments du phenomene. 

n est mSme facile de comprendre qu' aucune equation ne 
saurait subsister entre deux variables, sans la presence 
d'une ou plusieurs quantites constantes. Car, k moins de 
supposer une relation aussi simple que celle-ci : t/ = a?, 
la fonction de x qui represente, explicitement ou implici- 
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tement, la valeur de y, necessite pour sa formation le 
concours de certaines quantites numeriques, qui aflfectent 
la variable x de diverses manieres, soil comme multipli- 
cateurs, soit comme exposants, soit comme bases de puis- 
sances, etc. 

Les quantit6s constantes sont simplement appelees cons- 
tantes ou parametres{*). On les designe par les premieres 
lettres de Talphabet a, 6, c, . . . , tandis que les variables 
sont designees par les dernieres lettres a?, y, jj, . . . Ces pa- 
ramfetres representent toujours des nombres, connus ou 
inconnus, mais absolument independants des valeurs quel- 
conques attributes aux variables. 

4. line quantite pent etre fonction de plusieurs va- 
riables independantes. Le volume d'un cylindre, par 
exemple, depend k la fois de sa hauteur et du rayon de sa 
base. L'espace parcouru par un mobile, sous Tinfluence 
d'une force agissant en ligne droite, depend non seulement 
du temps ecoule, mais aussi de Tintensit^ de la force 
motrice. Si le mobile se mouvait dans un milieu resistant 
comme Feau ou Tair, cet espace dependrait en outre de la 
resistance du milieu. Sans multiplier les exemples, on 
comprend qu'on puisse etre conduit k considerer des fonc- 
tions d'un nombre quelconque de variables independantes. 
Ces variables sont susceptibles de recevoir chacune une 
infinite de valeurs arbitraires, et la fonction, de son c6te, 
prend des valeurs correspondautes. L'ind6termination se 
trouve encore plus grande que dans les equations k deux 
variables, puisqu'on dispose k volonte des valeurs simul- 
tanees de plusieurs quantites. 

( ' ) Ge terme est emprunt^ k la th^orie des sections coniques. 
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On applique d'ailleurs aux fonctions de plusieurs variables 
les memes denominations qu'aux fonctions d'une seule; on 
y distingue des constantes et des variables, des fonctions 
explicites et des fonctions implicites, etc., etc. 

5. Nous avons suppose jusqu'a present la dependance 
immediate, c'est-^-dire 6tablie directement par une equa- 
tion entre la variable d^pendante et les variables ind^pen- 
dantes. Cette correlation pent etre mediate ou indirecte, 
c'est-^-dire realis6e par Tintermediaire d'autres equations 
et d'autres variables, qui no servent en quelque sorte que 
de traits d'union entre celles dont on s*occupe veritablement. 
Ainsi, dans les exemples cites en commenQant, on pourrait 
dire que la surface du cercle est fonction du p6rimetre, 
lequel k son tour est fonction du rayon; et quel'espace par- 
couru dans la chute d'un corps est fonction de la vitesse 
acquise, laquelle k son tour est fonction de la duree. Le 
p6rimetre et la vitesse seraienL des variables accessoires, 
servant k etablir renchainement entre I'aire et le rayon, 
d*une part, -entre Tespace et le temps ecoul6, d'autre part. 
On serait d'ailleurs toujours maltre de les faire disparaitre 
par des substitutions convenables, en remontant d'une 
equation k Tautre, jusqu'k ce qu'on ait mis en evidence la 
relation directe entre les variables ind6pendantes et la veri- 
table variable dependante. Mais bien qu'on puisse envisager 
ces dependances mediates conmie essentiellement provi- 
soires et destinees k disparaitre dans une Elaboration defi- 
nitive de la question, on n'en est pas moins conduit k leur 
faire une part dans le calcul, afin, precisement, d'eviter au 
moment mome les substitutions plus ou moins compliquees 
que leur disparition immediate rendrait necessaires. 

Une fonction dans le genre de cello qui exprimerait les- 
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pace parcouru au moyen de la vitesse acquise se nomme 
fonction de fonction, pour indiquer que la quantite qui y 
joue en apparence le r61e de variable independante (la 
Vitesse acquise) est en realite une fonction de la veritable 
variable independante (la duree). 

S'il existe k la fois plusieurs variables accessoires, la 
fonction de ces fonctions a la forme d'une fonction de 
plusieurs variables independantes. 

6. La consideration des fonctions est aussi ancienne 
que Tetude mSme des phenomenes, ou plut6t ne s'en dis- 
tingue pas. Car qu'est-ce que la definition des fonctions, 
sinonla definition meme des lois des phenomtoes? Trouver 
la loi d'un phenomene, c'est etablir entre ses divers ele- 
ments ou entre les diverses circonstances qui concourent 
k sa formation une ou plusieurs equations qui permettent 
de deduire certains de ces Elements, quand les autres sont 
connus. La loi de la gravitation universelle, par exemple, 
consiste k exprimer, par une equation, la valeur deTattrac- 
tion en fonction des masses des corps en presence et de la 
distance qui les separe. Laloidu refroidissement d'un corps 
dans le vide consiste k exprimer la temperature en fonction 
du temps ecoule, etc., etc. 

Disons plus : il n'est pas un probleme, en apparence le 
plus etranger k la recherche des lois, qui ne conduise k une 
fonction ou Texpression d'une loi se trouve implicitement. 
G'est mSme la ce qui fait la generalite et par suite la supe- 
riorite de TAlgebre ; car le probleme une fois resolu, la for- 
mule qui en fournit la solution fournit aussi celle de tous 
les autres problemes de mSme nature, sans qu'ilsoit neces- 
saire de refaire les calculs pour chaque cas particulier. 
Ainsi, ayant trouve que Taire d'un cercle de rayon deter- 
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mine est 6gale k un nombre constant multiplie par le carre 
de ce rayon, on salt que cette formule conviendra a tons les 
cercles, et qu'il sufflra pour chacun d'eux de remplacer la 
valeur primitive du rayon par celle qui est assignee actuelle- 
ment. En sorte que, par une generalisation naturelle, on est 
conduit h enlever h Tequation son caractere 6troit d' equa- 
tion de solution^ pour y voir desormais une fonction, c'est- 
k-dire I'expression de la loi des surfaces circulaires. De 
meme, dans I'equation qui donne la longueur de Tespace 
parcouru, sous Taction d'une force constante, au bout d'un 
temps determine, on doit chercher autre chose que Texpres- 
sion d*un fait particulier, propre k la duree assignee, et Ton 
doit y voir la loi m5me du mouvement dil k cette force, loi 
qui consiste en ce que Tespace parcouru est proportionnel 
au carre du temps employe k le parcourir. 

Rien done deplus naturel, de plus primitif, si j'ose ainsi 
dire, que la consideration des fonctions. Par suite, rien qui 
soit en connexion plus immediate avec la solution des pro- 
blemes, but definitif de toutes les sciences, que la branche 
de calcul qui s*occupe specialement de Tetude des fonctions 
mathematiques. 



CHAPITRE II. 



CONTINUITY. — SOLUTIONS DE GONTINUITfi. 



7. On dit qu'une fonction est continue lorsqu'on peut 
toujours assigner aux variables independantes des valeurs 
assez voisines pour que la difference des valeurs corres- 
pondantes de la fonction soit inferieure k toute grandeur 
donnee. 

Les fonctions qui ne presentent pas ce caractere sont evi- 
demment bien moins importantes k considerer, car elles ne 
sauraient se rapporter k aucun ph6nomene naturel. Dans 
I'ordre physique tout s'accomplit sans transition brusque, 
et les valeurs d'un meme Element phenomenal se succedent 
d'une maniere graduellc. Gette verity, reconnue de tout 
temps, avait donne lieu a Tadage philosophique : Natura 
non facit saltum, 

L' Analyse s'occupe specialement des fonctions continues. 
Elle admet aussi, k la verite, les fonctions dans lesquelles 
la continuite n'est pas indefinie, ou qui presentent ce qu'on 
est convenu de nommer des solutions de continuite, corres- 
pondant k certaines valeurs singulieres des variables. La 
continuite doit exister d'ailleurs dans I'intervalle de ces 



NOTIONS FONDAMENTALES. 15 

valeurs singulieres. Par exemple, la fonction qui exprime la 
tangente d'un arc est continue pour toutes les valeurs deTarc 
plus grandes que et moindres que 90° ; la tangente devient 
negative en passant par une valeur infinie des que Tangle 

est superieur k 90°. De meme la fonction -: — est 

^ sma — smo? 

continue pour toutes les valeurs de x moindres que a ; mais 

quand Tangle atteintcette valeur, la fonction devient infinie, 

pour changer de signe et rester negative jusqu'k ce que x 

augmentant toujours passe par la valeur t: — a. 

A vrai dire, une semblable discontinuite ne merite pas 

ce nom, car en restreignant convenablement le champ des 

variations de la variable independante, la fonction jouit 

pleinement du caractere de la continuite entre les limites 

qu'on s'est fix^es. 

. On aurait un exemple de fonction reellement discontinue 

I en posant y = [~~ ay,a d^signant un nombre positif. Si Ton 

conceit les valeurs successives de la variable x mises sous 

une forme f ractiohnaire -> la fonction y sera egale k l/(—a)^. 

Toutes les fois que /> sera un nombre impair et q un nombre 
pair, la valeur de y sera imaginaire ; elle sera, au contraire, 
reelle si p est pair. Or, en prenant p el q sufSsamment 
grands, on peut, tout en faisant varier x tres peu, lui attri- 
buer successivement une infinite de ces valeurs fraction- 
naires qui, determinant tant6t une valeur r6elle, tant6t une 
valeur imaginaire pour y, ne correspondent k aucune con- 
tinuite dans les variations de cette fonction. 

Gonformement aux usages recus, nous ne nous occupe- 
rons pas des fonctions discontinues. 



CHAPITRE III. 



LIMITES ET INFINIMENT PETITS. 



8. Quand les valeurs successives d'une quantite variable 
approchent ind6finiineiit d'une quantit6 fixe et determi- 
n6e, de maniere k en differer aussi peu qu'on le veut, cette 
quantity fixe est dite la limite des valeurs de la variable. 

Cast ainsi que Taire d'un cefcle est la limite des poly- 
genes inscrits et circonscrits ; que le c6ne est la limite des 
pyramides inscrites et circonscrites ; que la parabole est la 
limite des ellipses dont le grand axe augmente indefini- 
ment ; que Tasymptote k Thyperbole est la limite des tan- 
gentes dont le point de contact s'eloigne indefiniment du 
sommet, etc., etc. 

Pour 8tre assure qu'une quantite fixe est la limite d'lme 
variable, il ne suffit pas de constater que la difference 
diminue de plus en plus ; il faut encore prouver que cette 
difference pent devenir moindre que toute quantite donnee. 
Par exemple, toute parallele k la direction de Tasymptote 
satisferait k la condition que les tangentes en approchent 
de plus en plus ; cependant ce ne serait pas Ik une limite, 
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parce que la diiference entre ces tangentes et la parallels 
en question ne pourrait pas etre rendue moindre que la 
distance qui separe laparallele de Tasymptote. De meme les 
polygenes inscrits dans un cercle ne sauraient avoir pour 
limite tout autre cercle conc6ntrique au precedent, si mi- 
nime d'ailleurs que Mt la difference des rayons des deux 
cercles. 

Gette condition essentielle que la difference entre la 
limite et la variable soit susceptible de descendre au- 
dessous de toute grandeur assignee, a pour consequence 
immediate qu'une variable ne pent avoir qu'une seule 
limite. On congoit des lors que, la loi des variations d'une 
quantity 6tant connue, la limite, s'il en existe, se trouve 
parfaitement determinee : bien qu'on puisse, k la verite, ne 
pas savoir la calculer effectivement. 

II ne faut pas confondre la d6flnition que nous venous de 
donner de la limite, avec I'acception attribuee quelquefois 
— mais k tort — au meme mot, pour designer la plus 
grande ou la plus petite valeur que puisse recevoir la va- 
riable. C'est dans ce sens qu'on dit que le diametre est la 
limite des cordes du cercle, que le rayon est la limite des 
sinus et des cosinus, etc. Nous n'emploierons jamais le 
mot dans cette acception. Ge qui caracterise la limite telle 
que nous Tavons definie, c'est k la fois que la variable 
puisse en approcher autant qu'on le veut, et' neanmoins 
qii'elle ne puisse jamais Vatteindre rigour eusement; car, pour 
qu'elle Tatteignit en effet, il faudrait la realisation d'une 
certaine infinite^ qui nous est necessairement interdite. 
Ainsi. pour que les polygenes se confondissent exactement 
avec le cercle, il faudrait que le nombre des c6tes devint 
infini; pour que la tangente k Thyperbole coincidat avec 
Tasymptote, il faudrait que le point de contact fut recule k 

De Freycinet. — Anal, infirii 2 
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llnfini. La condition d'inflnite, mise a ces enonc^s, leur 
enleve touteespece de sens; aussi doit-on s*en tenir h Fid6e 
d'une approximation indefiniey c'est-k-dire de plus en plus 
igrande h mesure que le nombre des c6t6s du polygone ou 
reloigriement du point de contact de I'hyperbole augmente 
davantage. 

9. A la notion de limite correspond, dans le langage, une 
particularity int6ressante : celle de deux definitions com- 
pletement distinctes, et dont les objets tendent neanmoins h 
se confondre. II n'y a Ik rien que de fort explicable. 

Deftnir un objet, c'est en marquer des caracteres tels 
qu'il ne puisse Stre confondu avec aucun autre. Si la con- 
fusion etait possible, la definition serait necessairement 
fausse ou incomplete. Qnand on definit Tellipse : Le lien 
des points dont les distances a deux points fixes font une 
somme constante; et la parabole : Le lieu des points qui sont 
a egale distance d\in point fixe et d'une droite donnee, 
on satisfait ^videmment aux conditions logiques d'une 
bonne definition; car Fellipse et la parabole se trouvent 
parfaitement distinguees Tune de Tautre. Mais, a mesure 
qu'un des points fixes de Tellipse s'eloigne davantage, les 
deux courbes sont de moins en moins separ6es. On arrive 
ainsi a ce resultat extreme que deux enonces logiquement 
differents ne'repr^sentent plus qu'une seule et meme chose. 
Toutefois, la confusion ne se manifestant qu'a Tinfini, il 
n'y a pas contradiction, et la validite des definitipns elles- 
memes n'est nuUement infii^mee. 

Le propre de la limite et ce qui fait que la variable ne 
Tatlteint jamais exactement, c'est precisement d'avoir une 
definition autre que celle de la variable; et la variable de son 
cote, tout en approchant de plus en plus de la limite, 
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ne I'atteint pas, parce qn'elle ne doit jamais cesser de satis- 
faire a sa definition primitive ^ laquelle, disons-nous , est 
difKrente. La distinction n6cessaire entre les deux defini- 
tions de la limite et de la variable se retrouve partout. On 
le verifiera ais6ment sur les divers exemples de limites que 
nous aurons lieu d'^tudier par la suite. Pour n'en citer 
qu'un seul, des plus usuels, celui de la tangente consi- 
der6e comme limite des secantes , on voit que la tangente 
satisfait k la definition de n'avoir qu'un point commun 
avec la courbe. tandis que le propre de la s^cante est, au 
contraire, d'en avoir deux. Ge fait, que les deux definitions 
sont logiquement distinctes et telles, neanmoins, que les ob- 
jets deflnis peuvent s'approcher de plus en plus Tun de 
Tautre, rend compte de ce que parait avoir d'6trange, au 
premier abord, Fimpossibilite de faire coincider jamais deux 
quantites dont on est maitre d'ailleurs de diminuer la diffe- 
rence au delk de toute expression. 

10. Une quantity variable n'est pas necessairement tou- 
jours plus petite ou toujours plus grande que la limite 
dont elle s'approche indeflniment ; il peut arriver, au con- 
traire, qu'elle devienne alternativement plus grande et plus 
petite que cette limite, en oscillant en quelque sorte de part 
et d'autre. 

Ainsi le rapport du sinus a Tare tend vers zero k mesure 
que Tare augmente ; mais chaque fois que Tare devient egal 
a un multiple de la demi-circonference, le rapport est nul 
et change de signe ; de facon que ce rapport, alternative- 
ment positif ct n6gatif, oscille reellement autour de zero, 
en s'en ecartant de moins en moins, pendant que Tare aug- 
mente indeflniment. 

II ne faudrait point dire que, la limite en question etant 
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2cro, le rapport variable se confond rigoureusement avec 
cette limite, lorsque Tare est egal h un multiple exact de 
la demi-circonference ; — et que, par Ik, se trouve infirme 
le principe sur lequel nous avons insiste, h savoir que la 
variable ne peut jamais coincider avec sa limite. — Remar- 
quons en effet que, lorsque Tare est suppose egal k un 
multiple de la demi-circonf6rence, le rapport dont il s'agit 
n'a plus aucun sens; car il n'y a pas de sinus correspon- 
dant h un tel arc. Par suite, la quantite variable (le rapport 
du sinus h Tare), qui implique I'existence d'un sinus, cesse 
de satisfaire k sa definition primitive, et c'est pourquoi la 
limite parait atteinte contrairement au principe general. 
Notre illusion k cet egard tient k ce que, pour passer d'un 
arc un peu plus petit qu'un multiple exact de la demi-cir- 
conf^rence k un arc un peu plus grand, nous passons gra- 
phiquement par un point intermediaire pour lequel, k pro- 
prement parler, la variable cesse d'exister avec la ligne 
trigonometrique qui lui donne naissance. 

11. On nomme quantite infiniment petite ou simplement 
infin iment p etit une quantity variable qui peut approcher 
de plus en plus de zero, de maniere k en differer aussi peu 
qu'on le voudra, mais sans jamais pouvoir etre rigoureu- 
sement nulle. 

Cette definition rentre dans la definition g^nerale de la 
limite : elle correspond au cas particulier ou la limite est 
supposee 6gale k zero. 

On peut dire aussi que la notion de limite implique Tidee 
correlative d'infiniment petit; car de ce qu'une variable en 
general approche de plus en plus d'une quantite fixe, de 
maniere k en differer aussi peu qu'on le veut, il s'ensuit 
que la difference entre cette quantite fixe et la variable 
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tend indefiniment vers zero sans pouvoir neanmoins fitre 
niiUe, c*est-a-dire est une quantite inflnimentxpetite. 

Mais afin de ne pas restreindre la portee de la notion, il 
convient d'envisager Finfiniment petit en lui-m6me, sans 
le rattacher k une limite et h une variable dont il soit la 
difference. II y a, en effet, bien d'autres manieres de conce- 
voir la generation d'un infiniment petit : on pourrait, par 
exemple, le faire resulter d'une fraction dont le num6rateur 
serait constant et le d^nominateur indefiniment croissant , 
ou encore d'une puissance dont le degre augmenterait inde- 
finiment et dont la base serait moindre querunit^, etc., etc. 

L'infiniment petit n'est pas une quantite tres petite, ayant 
une valeur actuelle , susceptible de determination. Son 
caractere est d'Stre eminemment variable et de pouvoir 
prendre une valeur moindre que toutes celles qu'on vou- 
drait preciser. II serait beaucoup mieux nomme indefiniment 
petit; mais la premiere appellation ayant pr6valu dans 
le langage, nous avons cru devoir la conserver (*}. 

Par opposition k Tinfinimcnt petit, on nomme quantite 
infiniment grande ou simplement infiniment grand une 
quantite qui pent augmentcr au del^ de toute expression. 

L'infiniment petit et rinftniment grand sont les deux 
modes extremes de la quantite qui, dans ses variations, 
tend vers le n6ant ou vers Tinfini. 

Le rapport d'une quantite finie a un infiniment petit est 
un infiniment grand, et son rapport k un infiniment grand 



(*) Gette notion de rinfiniment petit a 6t6 admirablement d^velop- 
pce par Garnot, dans ses Reflexions sur la milaphyaique du Cal- 
cul infinitesimal {voir notamment pages 16, 17 et 18). Avant ce g6o- 
mfetre, on avait, il faut le reconnaitre, des id6es assez confuses et 
ratoe fausses sur la nature des infiniment petits, tels qu'ils sont 
introduits dans le calcul. 
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est un infiniment petit : ou, si Ton veut, le produit de ces 
deux indeflnis opposes est une quantite flnie. 

12. Les notions de fonction et de variable sont, comme 
on Ta vu, sugger^es naturellement par Tetude des pheno- 
menes et par la resolution des problemes de toute sorte. II 
en est de mSme de celles de limite et d'infiniment petit. 
C'est ce que montrent, a chaque pas, les plus simples 
questions qu'on puisse se proposer. 

S'agit-il, par exemple, de la mesure d'un arc de courbe? 
Tout d'abord et independamment des moyens quelconques 
mis en cBuvre pour obtenir une telle mesure, se presente 
cette question preliminaire^: 

Qu'est-ce que la longueur d'une ligne courbe? 

Onne pent plusrepondre, comme pour la ligne droite, que 
c*est le nombre de fois qu'elle contient] V unite de longueur (*); 
car conunent concevoir qu'une mesure rectiligne puisse 
etre port^c sur un developpement curviligne? On se tire 
ordinairement d'embarras en disant que la longueur de la 
courbe est celle d'un fil flexible et inextensible qui coinci- 
derait exactement avec elle et qu'on etendrait ensuite en 
ligne droite. Mais la difficulte n'est que reculee. En admet- 
tant meme que le fil soit dou6 des proprietes physiques 
supposees (flexibility et inextensibilite parfaites), reste la 
question d'assurer sa coincidence avec la courbe. n est 
visible que les moyens employes pour y parvenir se re- 
duisent en definitive a le faire passer par un certain nombre 
de points de la courbe, et k considerer la coincidence comme 
exacte quand les points sont suffisamment rapproches. Or, 

( ' ) La mesure de la ligne bris6e ne se distingue pas de celle de la 
ligne droite, puisque chacune de ses parties est individuellement 
rectiligne. 
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si grand que soit ce rapprochement, les points n'en sent 
pas moins parfailement distincts, et les portions de fil qui 
les joignent deux k deux, distinctes aussi des portions de 
courbe dont elles forment les cordes. La coincidence qu'il 
s'agissait d'etablir revient done k inscrire dans la courbe 
un polygene forme d'un tres grand nombre de c6tes tres 
petits, et c'est la longueur du perimetre de ce polygone 
qu'on prend pour la longueur de la courbe elle-meme. On 
comprend d'ailleurs tr6s bien que le resultat ainsi obtenu 
est d'autant plus pres de la verite que le nombre des cotes 
est plus grand : en d'autres termes, on envisage la courbe 
comme la limite des polygenes inscrits. Pour justifier ce 
point de vue, il faut, d'aprfes la definition generale des 
limites, prouver que la difference entre la longueur in- 
connue de la courbe et la longueur des perimetres inscrits 
pent etre rendue moindre que toute quantite donnee, en 
augmentant convenablement te nombre des cotes. Nous 
n'avons pas k nous occuper, en ce moment, de la demon- 
stration quelconque dont on pent faire usage ; nous aurons 
occasion d'y revenir plus tard. II s'agit seulement ici de 
montrer comment I'idee de limite se presente naturellement 
k Tesprit et pour ainsi dire sans qu'on la formule explici- 
tement, puisque, dans un cas theoriquement bien simple, 
la mesure d'une longueur de courbe, la definition meme de 
I'objet cherche, implique la conception d'une limite. 

Je citerai d'autres objets dont la definition semble neces- 
siter cette conception d'une facon plus directe encore. De 
ce nombre sont la vitesse (dans le mouvement qui n'est pas 
uniforme), V acceleration (dans le mouvement qui n'est pas 
uniformement varie), la courbure (dans les lignes autres 
que le cercle), etc., etc. Comment, en effet, definir la vitesse 
dans un mouvement rectiligne varie, c'est-a-dire dans un 
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mouvement ou les espaces parcourus pendant des dur^es 
egales ne sont pas egaux? Nous ne pouvons plus, comme 
dans le mouvement uniforme, appeler vitesse la longueur 
parcourue pendant chaque unite de temps, puisqpie cette 
longueur varie incessamment. Mais si Ton considfere une lon- 
gueur tres courte, comme le mouvement n'a pas dii varier 
beaucoup dans Tintervalle, on pourra admettre que la 
vitesse qu'on avait en vue ne s^ecarte pas sensiblement de 
la moyenne obtenue en divisant la longueur par le temps 
ecoule. Nous concevons d'ailleurs fort bien que revalua- 
tion de cette vitesse est d'autant plus exacte que Tespace 
mesur6 a une moindre etendue; en sorte que, finalement, 
si nous allons au fond des choses, nous reconnaissons que 
le terme dont nos observations mat^rielles cherchent k se 
rapprocher de plus en plus, est precisement la limite ideale 
du rapport de Tespace parcouru au temps employe k le 
parcourir, lorsque cet espace et ce temps convergent indefi- 
niment vers zero. 

Les memes considerations montrent en outre comment 
la notion d'infiniment petit s'introduit dans TAnalyse. Nous 
en avons des exemples naturels, soit dans les c6tes des poly- 
genes inscrits et circonscrits k la courbe, soit dans les lon- 
gueurs et les durees qui interviennent dans la definition 
de la vitesse. 



CHAPITRE IV. 



ANALYSE ORDINAIRE OU ALG£BRIQUE, 
ET ANALYSE TRANSCENDANTE OU INFINITfiSIMALE. 

CALGUL ET MfiTHODE. 



13. II est visible que si la connaissance de la] loi des va- 
riations d'une quantite permettait de calculer la limite vers 
laquelle cette quantity converge, la solution des problemes 
pourrait en recevoir de tres grands secours. Pour evaluer, 
je suppose, la longueur d'une courbe, il suffirait de deter- 
miner le perimetre d*un poly gone inscrit et de voir de quelle 
maniere ce perimetre varie h mesure que le nombre des 
cotes augmente indefiniment. Mais sans anticiper sur ce 
genre de recherches (qui forment, comme on le verra plus 
tard, la destination effective de FAnalyse superieure), on 
peut constater imm6diatement, pour un certain nombre de 
questions, I'utilite de la conception des limites. Ainsi, d'une 
maniere generale, les proprietes d'une quantity, k tons ses 
etats de grandeur, appartiennent egalement h la limite vers 
laquelle elle tend. Sachant, par exemple, que Taire d'un 
polygone regulier est egale h son perimetre multiplie par 
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la moitie de Tapo theme (rayon du cercle inscrit), quel que 
soit le nombre des c6t6s, nous en concluons avec certitude 
que cette relation est vraie aussi pour le cercle, ou que Taire 
de ce dernier est egale h la circonference multipliee par la 
moitie du rayon. 

Les problemes peuvent etre distingues en deux categories, 
selon que les relations sont etablies directement entre les 
diverses quantites qui y figurent, ou selon que ces quantites 
sont remplacees par d*autres qui en approchent indefini- 
ment, de telle sorte que les equations portent sur des li- 
mites de variables qui convergent respectivement vers les 
elements veritables de la question. 

La mesure de Taire d'un triangle, par exemple, est un 
probleme de la premiere categorie, parce que I'equation 
formee entre cette aire, la base et la hauteur du triangle, 
etablit une relation directe entre les elements du probleme. 
Au contraire, la question que nous avons cit^e tout k Theure, 
h savoir la mesure de Taire d'un cercle, est un problfeme de la 
deuxieme categorie, parce qu'on y recourt au polygone ins- 
crit, et que Tequation porte, en consequence, sur les limites 
de I'aire, du perimetre et de Tapotheme du polygone, Limites 
qui sont respectivement Taire, la circonference et le rayon 
du cercle. 

Les sciences qui s'occupent de la premiere sorte de pro- 
blemes forment dans leur ensemble TAnalyse ordinaire ou 
algebrique, et les procedes mis en usage sont d^signes avec 
beaucoup de raison, par M. Auguste Gomte, sous le nom 
generique de Galcul des fonctions directes. Les sciences qui 
traitent de la seconde nature de problemes, constituent 
r Analyse transcendante ou infinitesimale, ainsi nommee pour 
rappeler que la notion de Tinfini ou plut6t de Vind^fini (qui 
n'est autre que celle de limite) y inter vient essentiellement. 



NOTIONS FONDAMENTALES. 27 

Les precedes algebriques qu'on y emploie forment, d'apres 
le mgme auteur, le Calcul des fonctions indirectes (*). 

14. L' Analyse ordinaire comporte, comme on sait, deux 
parties distinctes : Tune qui est la mise en equations des pro- 
blemes, ou la maniere d'exprimer alg^briquement les rela- 
tions qui existent entre les divers elements ; Tautre qui 
consiste k resoudre les equations ou h. effectuer toutes les 
operations necessaires pour trouver les valeurs des incon- 
nues en fonction des quantites connues. La premiere partie 
est la Methode algebrique , Tautre est le CalcuL L' Analyse 
infinitesimale comporte naturellement la m§me division ; 
on y reconnait une M6thode, distincte du Calcul infinite- 
simal proprement dit. 

La Methode infinitesimale offre une partieularite tres 
importante que ne pr'esente pas la Methode algebrique : 
c'est precisement la recherche, dans chaque probleme, des 
quantites qu'on pent considerer comme limites de certaines 
autres, et la maniere d'etablir les equations qui doivent 
exprimer ces relations de limites. 

Quant au Calcul infinitesimal, il a pour objet de creer 
des procedes reguliers qui permettent de resoudre les equa- 
tions d'une nature nouvelle, auxquelles donne lieu la rela- 
tion de limite qui s'y trouve introduite. Cet objet ressort 
nettement des divers exemples que nous avons eu occasion 
de citer. Ainsi la determination de la vitesse d'un mouve- 
ment varie conduit h calculer la valeur limite vers laquelle 
tend indefiniment le rapport de Tespace parcouru au temps, 
en supposant connue la relation entre Tespace et le temps. 
De mSme la determination de la longueur d'une courbe 

(*) Cours de Philosophie positive, t. I"', p. 142. 



28 PREMIERE PARTIE. — NOTIONS FON D AMENT ALE S. 

conduit k calculer la limite vers laquelle tend la somme 
des c6tes d*un polygene inscrit, en supposant connue la 
forme de la courbe, c'est-k-dire Tequation qui la represente 
algebriquement. 

La notion de limite n'etait point 6trangere aux g^ometres 
anciens, et elle leur avait servi k resoudre un certain 
nombre de problemes, tels que revaluation du rapport 
constant de la circonference au diametre. Ce qui leur a 
manqu6 veritablement pour aborder les hautes questions 
traitees avec tant de succes par les modernes, c'est le Cal- 

cul infinitesimal lui-meme. lis etaient d6pourvus de pro- 
ced6s generaux pour resoudre les equations aux limites. La 
decouverte de ce Calcul a eu en mSme temps pour resultat 
d'elargir le champ de la Methode, en sorte que ces deux 
branches de TAnalyse infinit6simale se sont developp6es 
simultanement en se pretant un mutuel secours. 



CHAPITRE V. 



LIMITE DE RAPPORT, DIFFfiRENTUtlON— LIMITE 
DE SOMME, INTEGRATION. 



* 15. « Les grandeurs peuvent §tre considerees comme 
» dependant de limites de variables, de bien des manieres 
)) differentes. Les formes de leurs expressions peuvent 6tre 
» aussi diverses que celles des questions mgmes dont elles 
» sontles solutions (*). » 

*Des lors il semble difficile d'etablir des regies precises 
pour le calcul des diverses limites qui se pr^sentent. Mais 
comme on a remarque, d'une part, qu'un grand nombre de 
questions donnent lieu aux memes sortes de limites, et, 
d'autre part, qu'il est souvent possible d'y ramener celles 
qu'on serait tente d'envisager sous un autre aspect, on s'en 
est tenu en realite k deux modes principaux de limites, 
qui sont precisement ceux dont nous avons eu occasion de 
nous occuper dans les exemples precedents. 

Le premier mode, qu'on trouve dans la determination de 
la Vitesse, de la courbure, etc., est designe sous le nom de 
limite de rapport, parce qu'on y considere la limite vers 
laquelle converge le rapport de deux quantites variables in- 
definiment decroissantes. Le second mode, dont nous avons 

(') DuHAMEL, Elements de Calcul infinitesimal , t. I"*, p. 25. 
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vu un exemple dans la determination de la longueur des 
courbes, estappele limite de somme^ parce qu'on s'y occupe 
de la limite vers laquelle tend une somme de termes dont le 
nombre augmente sans cesse, tandis que Timportance de 
chacun d'eux diminue jusqu'k zero. 

Le Calcul infinitesimal se partage en deux branches cor- 
respondantes. Gelle qui traite des limites de rapports a, 
pour des motifs que nous dirons plus tard, regu le nom de 
Calcul differentiel; celle qui traite des limites de sommes 
constitue le Calcul integral, Les operations algebriques spe- 
ciales qu'on y effectue sont respectivement appelees diffe- 
rentiation et integration, 

A ces deux operations fondamentales se rattachent des 
developpements analytiques importants, necessites par 
cette circonstance, que les problemes ne se pr6sentent pas 
toujours avec le caract6re des exemples precedents. II est 
meme assez rare que la question puisse etre immediate- 
ment ramen^e k revaluation directe d'une limite de rap- 
port ou d'une limite de somme, comme lorsqu'il s'agit de 
calculer la longueur d'une courbe ou la vitesse d'un mou- 
vement vari6. Le plus souvent les limites qu'il s'agit de 
trouver sont combin6es avec d'autres quantites inconnues, 
dans des equations d'une forme compliquee, qui donnent 
lieu a une elaboration speciale. Notre but, dans ce travail, 
etant de chercher a rendre compte de Tesprit de TAnalyse 
infinitesimale, et non de donner une exposition didactique 
de la science, nous nous bornerons aux questions simples 
qui se resolvent immediatement par une dififerentiation ou 
une integration. C'est 1^ que se montrent le mieux le role 
du nouveau Calcul et Tusage de la Methode infinitesimale. 



SECONDE PARTIE. 



CALCUL INFINITESIMAL 



CALCUL DIFFERENTIEL 



ou 



CILCUL DES LIMITES DE RIPPORT 



Mltant donn^es deux quantlt^s, fonctlons rune de Tautre, qui con- 
vergent inddfinlment vers z6ro, trouverla Taleur de la limlte 
vers laquelle tend le rapport de ces quantit^s. 



CHAPITRE PREMIER. 

EXISTENCE DE LA LIMITE DE RAPPORT DANS TOUTES 

LES FONCTIONS CONTINUES. 



16. Avant d'aborder le probleme fondamental du Calcul 
differentiel, je ferai une remarque relative k la presence, 
dans les Equations, des quantites indeflniment decrois- 
santes qui ferment les deux termes du rapport dont on 
cherche la limite. 

En general, ces quantites n'entrent pas directement dans 
les relations ; elles n'y figurent que comme difference de 

De Freycinet. — Anal, infin. 3 
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deux valeurs d'une mSme variable, qui tendent ind^fini- 
ment k se confondre. Quand on calcule, par exemple, la 
valeur, k un moment donne, de la vitesse d'un mouve- 
ment varie, I'espace et le temps qui figurent dans la fonc- 
tion ne sont pas comptes precis6ment k partir de ce mo- 
ment, mais bien k partir d'un moment ant6rieur ; en sorte 
que les quantit6s dont on veut trouver le rapport limite sont 
les differences indefiniment decroissantes, entre les valeurs 
actuelles de Tespace et du temps, et les valeurs ulterieures 
de ces mSmes variables, qu'on ramfenerait ensuite aux 
valeurs actuelles. II ne saurait d'ailleurs en etre autrement, 
puisque Tequation qui exprime la loi du mouvement doit 
exprimer cette loi k tout instant de sa duree. 

Nous supposerons done d^sormais que les termes du 
rapport sont formes par les differences respectives des va- 
leurs attributes aux variables de la question. 

17. Nous voil^ amenes a calculer, pour une fonction 
quelconque, la limite vers laquelle tend le rapport des 
accroissements de la fonction et de la variable (*), lorsque 
ces accroissements convergent indefiniment vers zero ; ou, 
en d'autres termes, d'aprfes les definitions pr6cedentes (11), 
lorsque ces accroissements sont supposes infiniment pet its. 

Et tout d'abord, cette limite existe-t-elle? Est-on assure, 

( * ) Nous employons le mot accroissement pour designer la diffe- 
rence des valeurs successives de la fonction, quoiqu'il puisse tr^s 
bien arriver que la seconde valeur soit inf^rieure a la premiere, ou 
que'la fonction diminue tandis que la variable est suppos^e augmen- 
ter.' II serait pr^f^rable de designer la difference, qui peut ainsi ^tre 
negative, par le terme g^n^rique de variation. Mais ce dernier mot 
ayant regu une autre acception dans le Calcul des Variations, on 
conserve celui d'accroissement comme synonyme de difference. II 
faut seulement se rappeler que cet accroissement peut aussi bien 
etre n6gatif que positif. 
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a priori^ que le rapport dont il s'agit converge vers une 
valeur finie^ quelle que soit la fonction? 
II n'est pas difficile de le verifier sur divers exemples ( * ) . 

* 

(*) Soit, je suppose, la fonction particulifere oc' -t- pac -t- q, dont je 
d^signe la valeur par y. Si j'attribue k x une valeur diff^rente, x h- h, 
la nouvelle valeur, y 4- fe, de la fonction sera exprim^e par 

(X -I- h)» -h p ( 3C 4- h ) H- (Jf. 

r 

La difference entre ces valeurs, ou 

ix-h h)*H-p(x4- h)H-g — (jc' + px -\- q)y 

repr^sentera raccroissement k de la fonction, correspondant k Tac- 

k 
croissement h de la variable. La limite du rapport -r sera ^gale h. la 

limite vers laquelle tend la valeur de la fraction 

(X H- h )» H- p (X H- ^r ) X Q — f X» H- POC -t- ^ ) 

Ti ' 

lorsque h converge vers z^ro. 

Si Ton effectue les calculs indiqu^s, on trouve que cette fraction se 
r^duit k la quantity 

2x -h p -f- /i, 

laquelle a visiblement pour limite 2x 4- p, puisque h a pour limite 
zdro. 
Soit encore la fonction y^ asinx. On a 

y ~\- k~ asin(x4- h) 
et 

k __ a sinfx-f- h) — a sinx _ a sinx(cos/i — 1) + gcosxsin/i 
71 "" h " h 

— 2a sinx sin*j/i -f- acosxsin/i 



■= — 2asmxsin4 h — r^ — i- acosx 



sin/t 
h ' h 



Or, lorsque h tend vers zero, ^^—-^^ et ^^ tendent respectivement 

vers 7 et 1, et sin ^ /i tend vers z(5ro; done la limite du dernier 
membre est a cosx. 
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Mais cela ne suffit pas, puisque cette verification ne peut 
embrasser toutes lea fonctions imaginables. Voici la de- 
monstration gen^rale, donnee par M. Duhamel dans ses 
Elements de Calcul infinitesimal (t. P'', p. 94) : 

« Soit y une fonction quelconque d'une variable x, assu- 
>' jettie seulement aux conditions suivantes : 1** que, lors- 
» qu*on donne un accroissement h h x, il en r^sulte un 
» accroissement k de y, qui tende vers zero si Ton fait 
J) tendre h vers zero; 2** qu'k partir de toute valeur de x on 
» en puisse prendre une autre qui en difffere d'une quantite 
» finie determinee, telle que si x varie dans le meme sens, 
» dans I'intervalle compris entre elles, y varie constamment 
» dans un mSme sens, c'est-k-dire toujours en augmentant 
y> ou toujours en diminuant (*). 

)) Cela pos6, il est facile de d^montrer que, dans ces 
n conditions, pour toute valeur de a; il existe une limite 
» finie pour le rapport des accroissements infiniment petits 
» h et k; c'est-^-dire qu'il ne peut y avoir que des valeurs 



( * ) La premiere de ces deux conditions est ^videmment r^alis^e 
dans les fonctions dont nous sommes convenus de nous occuper. Si 
Ton se reporte k ce que nous avons dit au n* 7, on reconnaitra sans 
peine que Thypoth^se de la continuite n'est autre chose que celle 
d'apr^s laquelle I'accroissement de la fonction converge vers z6ro 
en m6me temps que Taccroissement de la variable. 

Quant a I'autre condition, elle ressort aussi, implicitement, de 
rhypothfese de la continuity; car si Ton admet que la fonction ne 
varie jamais par soubresauts, mais d'une mani^re graduelle, il est 
visible que ses variations sont r^parties en p^riodes, tantdt de crois- 
sance continue, tant6t de d^croissance continue ; et, quelque limit^e 
que soit chacune de ces p^riodes, on pourra toujours prendre des 
valeurs de x assez rapproch^es pour que les variations correspon- 
dantes de y soient comprises dans une m^me p^riode de croissance 
ou de d^croissance. Les valeurs de x ainsi choisies different d'ail- 
leurs entre elles d'une quantity finie, puisque, en vertu de la pre- 
miere condition, I'accroissement de la fonction serait infiniment petit 
si la difference des valeurs de la variable 6tait infiniment petite. 
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» exceptionnelles de x pour lesquelles ce rapport croisse 
»> ou d6croisse indefiniment. 

» En effet, soient Xo, X deux valeurs de x satisfaisant 
» aux conditions ci-dessus indiqu6es*; t/o, Y les valeurs 
» correspondantes de y ; partageons Tintervalle X — a?o en 
» n parties 6gales, que nous d6signerons par h, et soient 
» ki^ki, kz, , . .^ knles valeurs correspondantes des accrois- 
» sements positif s de 1/ ; on aura 

X — a?o == n/i, Y — yo = ki-{- kt-hk^-h ... -\- kn; 

» d*ou r^sulte 

A;, ki k" 

Y — yohh h 



X — Xq n 

» c'est-k-dire que le rapport invariable des accroissements 

» finis de x et de y, quand on passe de Xo k X, est la 

k k k 

» moyenne arithm^tique des rapports —> -^> " * ' T' ^^^^ 

» que soit le nombre entier n. 

» Si maintenant on fait croitre n indefiniment, les 
» termes de ces rapports tendront vers z6ro, et leur 
» moyenne arithmetique etant toujours 6gale k la quantite 

9 finie ^. — —y il est impossible qu'ils tendent tous vers 

A — Xq 

» zero, ou qu'ils croissent tous indefiniment, 

» Gette conclusion, relative k Tintervalle X — ajo, pou- 

» vant Stre appliqu6e k toute partie de cet intervalle, il 

» s'ensuit qu'il est impossible que, dans aucun intervalle 

k 
« flni, la valeur de t tende vers z6ro ou croisse indefini- 

h 

» ment pour toutes les valeurs de x, Ce n'est done que pour 
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k 
)) des valeurs exceptionnelles et en nombre limits que t 

» peut ne pas avoir une valeur finie : ce que nous voulions 
» etablir. 

y - . 

» Nous avons suppose dans ce raisonnement que ^^ — — 

» avail une valeur finie. En ne s'assujettissant pas k cette 

» condition, voyons sll est possible que toutes les valeurs 

k 
» de r tendent vers zero ou croissent ind^finiment. 
ft 

» Si tons les rapports tendent vers zero, leur moyenne 

» y tendra necessairement, et, comme elle est constante, 

» elle ne peut Stre que zero ; done Y — yo = 0, ou Y = yo, 

Et comme il en sera de meme si Ton considere Tinter- 

» valle entre Xq et toute autre valeur choisie entre a?© et X, il 

)^ en r^sulte que toutes les valeurs de y correspondant aux 

» valeurs de x comprises entre Xo et X sont egales k yo. La 

» fonction designee par y ne serait done autre chose qu'une 

k 
» constante, et Ton voit alors que non seulement r tendra 

» vers zero, mais qu'il sera toujours rigoureusement nul. 



k 
» Si maintenant tous les rapports t croissaient sans 

» limites, les rapports reciproques ^ tendraient tous vers 
») zero ; auquel cas tous les 

)) rapports -r seraient rigoureusement nuls, et Ton dirait 

k 
)) que les rapports -r sont tous infinis. » 

La demonstration qui precede prouve Vexistence de la 
limite du rapport, mais elle#ne prouve pas qu'on sache la 
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calculer effectivement , ni meme qu'elle soit susceptible 
d'etre exprimee analytiquernent. En d'autres termes, nous 
ne pouvons pas encore affirmer que cette limite est tou- 
jours representee par une fonction analytique. Ce dernier 
fait resultera d'un autre ordre de considerations. Toutefois 
nous le supposerons etabli dfes maintenant. 



CHAPITRE II. 



DfiRIVfeES ET DIFFfiRENTIELLES. 



18. La valeur finie, on vient de le voir, vers laquelle 
converge le rapport des accroissements des variables y et x, 
est necessairement une fonction de x \ car cette valeur doit 
changer avec les valeurs de a? et de 1/ k partir desquelles 
sont pris les accroissements, et elle ne pent changer que 
d'apres ces variables. Nous supposerons, en outre, conune 
nous Tavons d6jk dit, que cette fonction est analytique. On 
lui a donne le nom de fonction derivee, ou simplement de 
deriveBj parce qu'elle derive suivant certaines lois — que le 
Galcul differentiel a precisement pour objet d'etablir — de 
la fonction donnee, laquelle est, par opposition, nommee 
fonction primitive. 

On repr6sente, dans les formules, la fonction deriv6e par 
la meme notation que la fonction primitive, affect6e d'un 
accent. Ainsi y' ou f(x) designe la deriv6e de y ou de 
f(x) ; elle s'enonce usuellement y prime ou fonction prime 
de X, le mot prime signifiant que c'est la premiere fonc- 
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tion issue de y oude f(x] (*), Les accroissements des varia- 
bles sont d6sign6s par la caracteristique A placee devant la 
variable : Ax et Ay sont les accroissements de x et dey. La 
limite vers laquelle tend une quantite se repr6sente par 

Tabreviation lim ecrite devant la quantity : lim -^ designe 

la limite du rapport des accroissements de y et de x^ lorsque 
ces accroissements convergent vers zero; et Ton a par defi- 
nition 

lm~| = i/' ou r(x], 

19. Puisque la limite du rapport des accroissements de 
la fonction et de la variable est exprim^e par une certaine 
fonction que nous avons appelee derivee, ce rapport lui- 
mSme, quand les accroissements ont des valours flnies, 
differe de la d6riv6e, et en diff6re d'autant plus que les 
accroissements ont des valours plus eloign6es de z6ro. On 
pent done poser 

a etant une quantite variable qui diminue avec Ax, et qui 
a pour limite z6ro. 
On deduit de 1^ 

£iy =: f^[x) Ax -h a Ax; 

ce qui nous montre que Taccroissement d'une fonction, 
correspondant h un accroissement fini de la variable, est 
compose de deux parties : Tune, qui est le produit de la 

(* ) Nous verrons en effet plus tard que d'autres fonctions peuvent 
6tre issues de la fonction primitive, et qu'elles sont d6sign^es par 
un nombre d'accents correspondant k leur rang. 



/ 
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derivee par raccroissement de la variable ; Tautre, qui est 
le produit de ce meme accroissement par une quantite qui 
tend vers zero en meme temps que lui. 

La premiere partie, qui forme la portion principale de la 
difference Ay, a re^u le nom de differ entielle, mot qu'oapeut 
considerer comme provenant de la contraction de ceux-ci : 
differencej^griidk^ ce qui en rappelle sufflsamment Tori- 
gine. Gette differentielle est indiquee dans les formules par 
la caracteristique d placee devant la quantite ; ainsi dy re- 
presente la differentielle de y on f'(x) Ax, On a 

dy = r(x]\x ou r{^)=^ 

et 

Aw « 

Ay = (Zi/ 4- a Ad? ou -7^ z= 1 -i- 



dy r{x) 

La variable independante x n'a pas de differentielle, ou 
plut6t sa differentielle n'est pas distincte de son accrois- 
sement (*). Rien n*emp6che des lors, pour la symetrie des 
ecritures, de remplacer \x par dx^ dans toutes les formules 
ou figure dy. Les relations ci-dessus deviennent 

_ ... dy — f^(x)dx ou f{x)—-^y 

f CvX 

I 

' At/ '» 

\y zzzdy -^ oi dx ou — ^ = 1 -h 



dy i"[x) 

( ' ) L'identit^ de la differentielle et de raccroissement, en ce qui 
concerne la variable independante, n'a rien de contraire a la defini- 
tion generale de la differentielle. Si Ton consid^re x comme une 
I j fonction — la plus simple, k la verite, qui se puisse concevoir — de 

la variable x. la derivee de cette fonction ou la limite du rapport 
des accroissements de la fonction et de la variable sera evidem- 
ment 6gale k 1, car elle est exprimee, d'une mani^re generale, par 

lim — ou par lim — ; et la differentielle, qui est le produit 

de la derivee par raccroissement de la variable, se trouve represen- 
tee simplement ici par raccroissement lui-meme. 
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La relation dy=:f(x)dx nous inontre qu'il revient au 
meme de chercher la differentielle ou la derivee d'une fonc- 
tion. G'est ce qui a fait donner le nom de differentiation k 
Toperation qui a pour objet la recherche des limites de 
rapport, et le nom de Galcul differentiel, k la science qui 
traite des fonctions derivees (15). 

Pour le mdme motif, on appelle quelquefois la fonction 
deriv6e quotient differentiel^ parce qu'elle est egale au quo- 
tient des deux differentielles. 

Les relations prec6dentes montrent encore que le rapport 
de Taccroissement de la fonction k sa differentielle converge 
vers Tunit^, en meme temps que Taccroissement de la va- 
riable tend vers zero. En effet le terme additionnel ^77— r 

f'(x) 

diminue en meme temps que dx et s'annule avec lui. 

On pent dire aussi que la difference entre Taccroissement 
de la fonction et la differentielle est infiniment petite par 
rapport k ces quantites, supposees elles-m§mes infiniinent 
petites. Car cette difference a pour expression a dx, et le 

rapport de ce produit k dy, ou 7rr~T> ^st une quantite infi- 

/ [X] 

niment petite, puisque a tend vers zero en mSme temps 

que dx. 

II est k remarquer que la definition de la differentielle 
de la fonction n'implique aucune hypothfese particuliere sur 
I'ordre de grandeur de cette mfime differentielle. Celle-ci 
peut etre aussi bien suppos6e finie qu'infiniment petite ; 
car quelle que soit la grandeur attribuee dans les formules 
k M ou dx, la relation dy = f'(x)dx subsiste toujours, 
puisque c'est 1^ une relation de definition. 



CHAPITRE III. 



AUTRE DfiFINITION DE LA DIFFfiRENTIELLE, DONNfiE 

PAR CERTAINS AUTEURS. 



20. Quelques auteurs ont defini la differentielle d'une 
fonction autrement que nous ne Tavons fait nous-meme. Au 
lieu d'y voir le produit de la deriv^e par raccroissement de 
la variable ind6pendante, ils ont appele differentielle Vac- 
croissement infiniment petit de la fonction. La consequence 
immediate de cette definition, c'est que la differentielle n'est 
pas rigoureusement egale k f^(x) dx. En effet, le rapport 
des accroissements de la fonction et de la variable, si petits 
qu'on les suppose, n'est pas egal h f[x] , mais en differe 
d'une quantite qui converge vers zero en mSme temps 
que dx. Si done on regarde la differentielle comme egale 
kf{x]dx, on cpmmet une erreur dont il est difficile d'ap- 
precier I'influence au debut d*une exposition du Calcul infi- 
nitesimal, et qu'il est bien preferable d'6viter en adoptant 
la definition que nous avons presentee { * ) . On y trouve encore 

(*) Nous sommes d'accord, en cela, avec d'^minents g^omfetres, 
MM. Sturm, Duhamel, etc. 
Nous avons le regret de ne pas nous rencontrer avec un des savants 
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Tavantage de laisser k raccroissement de la variable une 
valeur tout k fait quelconque au lieu de le supposer inflni- 
ment petit. 

Afln de lever la difficulte relative h Terreur que Ton corn- 
met en assimilant f(x)dxk raccroissement de la fonction, 
certains auteurs en sont venus k consid^rer dy et dx^ non 
plus comme des accroissements infiniment petits, mais 

comme de veritables zeros (*). Des lors, le rapport -^ ou 



les plus distingu^s de Tepoque, M. B^langer. Voici comment s'ex- 
prime cet auteur, dans son R^sumd de legons de G4om4trie analy- 
tique et de Calcul infinitesimal (p. 180) : « Le troisifeme mode de 
» consid^rer dy et dx est une consequence des observations pr6c6- 
» dentes. On pent assignor k dx un tel degr^ de petitesse, que dy 
» puisse, sans crainte d'erreur dans les applications ou les cons^- 
* quences qu'on en tirera, 6tre pris pour Ay, et r6ciproquement. » 
Un tel point de vue a, selon nous, Tinconv^nient capital de donner 
au Calcul infinitesimal I'apparence d'un calcul d'approximation, tan- 
dis qu'il est tout aussi rigoureux que les operations de TAlgfebre 

ordinaire. 

(*) On pent voir cette idee categoriquement formuiee dans les 
Elements de Calcul diff^rentiel et integral de M. Boucharlat (p. 3 
et suiv.). Le raisonnement, bien que relatif k la fonction particu- 
li^re y = x', n'en est pas moins general, comme il est facile de s'en 
convaincre. L'accroissement de x etant designe par /i, et celui de y 
par i/i — y, I'auteur developpe le point de vue en ces termes : 

« Dans rhypothfese de /i = 0, l'accroissement de y devenant aussi 

» nul, ^'7"^ se reduit ^ jr > et par consequent Tequation ( 3 ) ( celle qui 
» fournit la valeur de la derivee) devient 

(3) I = 3x'. 

» Cette equation n'arien d'absurde, parce que I'Algebre nous apprend 

" que ^ pent representer toutes sortes de quantites. D'ailleurs on 

» congoit que, puisqu'en divisant les deux termes d'une fraction par 
» un memo nombre cette fraction ne change pas de valeur, il en 
» resulte que la petitesse des termes d'une fraction n'influe en rien 
» sur sa valeur, et que, par consequent, elle pent rester la meme 



46 SECONDE PARTIE. 

plutdt X est envisage comme synonyme de lini^ et par 
suite de f'[x) ; k la faveur de cet expedient on pent ecrire 

JL^f'[x) ou dy — f[x]dx. 

■ (tx 

Mais qui ne voit Ik unesubtilite destin6e a tromper les yeux 
plutot que Tesprit? car si les accroissements sont ramen6s 
k Tetat de purs zeros, ils n'ont plus aucune signification. 
Leur propre est d'etre, non pas rigoureusement nuls, mais 
indefiniment decroissants, sans pouvoir jamais se confondre 
avec zerOy en vertu de ce principe gen6ral qu'une variable 
ne pent jamais coincider avec sa limite (8). La fonction 
derivee est non Texpression du rapport de ces accroisse- 
ments pris k aucun etat de petitesse, mais la limite vers 
laquelle tend ce rapport. Lors done qu'on arrive k poser 

» alors que ses termes sont parvenus au dernier degr^ de petitesse, 
p c'est-^-dire sont devenus nuls. 

» La fraction ^» qui se trouve dans I'^quation (3), est un symbole 

» qui a remplac^ le rapport de Taccroissement de la fonction k celui 
» de la variable : comme ce symbole ne laisse aucune trace de cette 

» variable, repr^sentons-le par -p ; alors -p nous rappell^ra que la 

» fonction ^tait y et que la variable etaitoc. Mais dyet dx ne seront 
» pas moins des quantMs nullest et nous aurons 

(4) g = 3..; 

» -v^» ou plutot sa valeur 33C*, estle coefficient diff^rentiel de la fonc- 

M tion y. 

» Remarquons que -p 6tant le signe qui repr^sente la limite 3jc* 

)) [comme le montre I'^quation (4)], dxdoit toujours ^tre place sous 
» dy. Gependant, pour faciliter les operations de I'Alg^bre, on pent 
» momentan^ment faire ^vanouir le d^nominateur de T^quation (4) 
» et Ton a dy = Zx*dx. Cette expression 3x* dx est ce qu'on appelle 
)) la di/*/eren(iene de la fonction y. » 
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/'(a;) =lim^ ) les deux termes du rapport sont insepa- 
rables, et la quantite tout entiere lini^ n'est plus qu'un 

symbole qui signifte proprement : La valeur fixe vers 
laquelle converge le rapport de Ay a Aa? quand ces accroisse- 
ments diminuent indefiniment, II devient illusoire, pour se 

donner le droit de decomposer la quantity lim-^> de la re- 
presenter par j: et ensuite par 3^' en ne voyant plus dans 

ces termes dy^ei dx individuellement que de purs symbol es, 
et non des grandeurs efifectives. En outre, quel sens pour- 
ront avoir des relations d'une forme comme celle-ci : 

f[x]dx = 0, 



qu'on rencontre frequemment dans 1' Analyse? Si dx est 
concu comme exactement nul, cette relation n'est plus 
qu'une identite, satisfaite pour toute valeur Ae f'{x). Lors- 
qu'au contraire on laisse a dx son veritable caractere 
d'accroissement effectif quoique ind6termine, la relation 
implique n^cesSairement qu'on ait /*'(a;) =^ 0, ce qui est, en 
effet, la condition qu'on doit t^ouver. 

C'est ce genre de conception que Lagrange avait sans 
doute en vue, et c'est a elle que doit s'adresser la critique 
que I'immortel geomfetre faisait peser, a tort, sur la m^thode 
meme des limites, lorsqull disait : « Mais cette methode 
» (celle des fluxions) a, comme celle des limites dont nous 
» avons parle plus haut, et qui n'en est que la traduction 
» algebrique, le grand inconvenient de considerer les quan- 
» tites dans Tetat ou elles cessent, pour ainsi dire, d'Stre 
» quantites : car, quoique Ton concoive toujours bien le 



^ I 
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» rapport de deux quantites tant qu'elles demeurent finies, 
» ce rapport n'oflfre plus k Tesprit une idee claire et pre- 
» cise, aussit6t que ses termes deviennent Tun et Tautre 
» nuls k la fois. » 

La critique serait fondee, k Tegard de la methode des 
limites, si eflfectivement on y prenait le rapport de deux 
quantites qu'on supposerait nulles k la fin. Mais il ne s'agit 
point de cela, comme nous venous de le voir. Ce que Ton 
calcule, ce n'est pas le rapport des quantites, k un etat plus 
ou moins avance de petitesse, mais la limite finie et fixe 
vers laquelle tend ce rapport ( sans qu'il puisse jamais Tat- 
teindre absolument), k mesure que les termes diminuent de 
plus en plus. Ainsi, quand nous avons trouv6 quele rapport 
de Taccroissement d'une certaine fonction k Taccroissement 
de la variable est egal k 2x-hp-\- h (c*est la fonction qui 
figure au renvoi de la page 35), nous ne nous occupons 
point d'evaluer cette quantity en y supposant h plus ou 
moins petit, mais nous concluons imm^diatement que la 
limite vers laquelle tend le rapport, k mesure que h de- 
croit, est 2ir -h p ; en sorte que 2x-hp represente la deri- 
v6e cherchee, abstraction faite de toute valeur ie h.Ge re- 
sultat est done degage de toute consideration de quantity 
prise dans Vetat ou elle cesse, pour ainsi dire, d'Hre quan-- 
tite. 

II n'est pas douteux que Lagrange, lorsqu'il dirigeait 
cette critique contre la conception des limites, ne Tavait 
pas suffisamment distinguee de celles qui, pour deguiser 
leur erreurfondamentale, en prennent faussement les appa- 
rences. 



CHAPITRE IV. 



PROPRlfiTfiS DES FONCTIONS DfiRIVfiES. — REPRESENTATION 
GfiOMfiTRIQUE DES DfeRTVfiES ET DIFFfiRENTIELLES. 



21. La relation precedemment trouvee 

permet de deduire plusieurs consequences interessantes. 

1** Lorsque la variable re^oit, k partir d'une certaine 
valeur x, un accroissement suffisamment petit, Taca^oisse- 
ment qui en resulte pour la fonction est positif ou negatif, 
selon que la deriv^e est elle-meme positive ou negative pour 
la valeur initiale de la variable. 

En effet, la quantity entre crochets se compose de deux 
termes f{x) et a, dont le second pent 6tre rendu aussi petit 
qu'on veut, par rapport au premier, en prenant \x conve- 
nablement reduit. Le signe du crochet est done determine 
parceluide/*'(x). 

Ainsi la fonction y croit ou decroit pendant un certain 
temps, k partir de la valeur a?, selon que la derivee est posi- 
tive ou negative pour cette valeur. 

De Freycinet. — Anal, infin. 4 
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2<* Si la derivee s'annule en changeant de signe, pour une 
certaine valeur de la variable, c'est-k-dire si la d6riv6e, etant, 
par exemple, positive pour des valeurs de la variable un peu 
inferieures, devient ufegative pour des valeurs un peu sup6- 
rieures, la fonction donn^e passe par un maximum^ c'est- 
^-dirc par une valeur plus grande que toutes celles qui 
pr6c6dent ou qui suivent imm^diatement. 

C'est une consequence de ce que le signe de Taccroisse- 
ment de la fonction depend de celui de la derivee. 11 en 
r6sulte que la fonction donn6e croit jusqu'k la valeur qui 
annule la d6riv6e, et d^croit au ielk de cette valeur. 

Le contraire aurait lieu et la fonction passerait par une 
valeur minimum si la d^riv^e ctait d'abord negative et 
ensuite positive. 

3° Si la derivee est nulle pour toutes les valeurs de la 
variable comprises dans un intervalle donne, la fonction est 
constante dans cet intervalle. 

Car on pent faire croitre x par degres assez rapproches 
pour que la quantite a correspondant h chacun des accrois* 
sements imprimes a x soit moindre qu'une valeur «, aussi 
petite d'ailleurs qu'on voudra la supposer. Des lors, chaque 
accroissement de la fonction sera moindre que e Aa;, et la 
somme de ces accroissements, ou Taccroissement total re^u 
par la fonction dans Tintervalle suppose, sera moindre que 
£/, en designant par I cet intervalle. Or. e pouvant Stre pris 
indefinimeut petit, et / etant une quantite finie, leproduit e/ 
pent etre r6duit au delk de toute limite : ce qui revient k dire 
que la fonction n'a pas varie pendant tout I'intervalle con- 
siders . 

4<* Si la fonction donnSe croit constamment dans un cer- 
tain intervalle, la deriv6e ne pent jamais prendre dans cet 
intervalle de valeur negative. 
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Car au moment ou la derivee deviendrait negative, la 
fonction decroitrait pendant un certain temps : ce qui est 
contraire k Thypothfese. 

De meme, si la fonction donn6e decroit constamment, la 
derivee est toujours negative. 

Rien n'empSche d'ailleurs que la d6riv6e passe une ou 
plusieurs Ms par la valeur zero. Ge qu'il faut, c'est qu'elle 
ne change pas de signe en s'annulant. 

5®Lorsque deux fonctions sont egales, quelles que soient 
las valeurs attributes k la variable ind^pendante, les deri- 
vees sont aussi egales. 

Car si, pour une certaine valeur de la variable, il existait 
entre les d6riv6es une diflKrence quelconque, les accroisse- 
ments des deux fonctions differeraient n^cessairement, puis- 
qu'ils sont respectivement egaux au produit de la derivee 
parTaccroissement de la variable, plus un terme additionnel 
qui peut etre rendu aussi petit qu'on lo veut par rapport k 
06 produit. Des lors les valeurs des fonctions, correspondant 
k cet accroissement de la variable, cesseraient d'etre 6gales : 
ce qui est contraire k Thypothfese. 

La mSme proposition subsiste 6videmment quand les fonc- 
tions donn6es ont entre elles une difference constante. 

6' R^ciproquement, si les d^riv^es de deux fonctions sont 
egales, pour toutes les valeurs de la variable, les fonctions 
ne peuvent differer que d'une quantite constante. 

22. L'accroissement, la derivee et la differentielle d'une 
fonction sont susceptibles d'une representation g^ome- 
trique. 

Gonsid<5rons la fonction et la variable comme les deux 
coordonnees d'une courbe ay ant pour equation i/=:/*( re), 
Soit AB (fig A) cette courbe, et M un point quelconque repon- 
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(lant k deux valeurs a: et j/ des coordonntes. Prenons un 
point voisin M', et designons ses coordonnees par a: h- Aa? et 
y -h Ay. Les accroissements Ax et Ay seront respectivement 



Pig. 1. 




representes sur la figure par les longueurs PP' ou MH et M'H. 

Le rapport ~ ou ^nj ne sera autre chose que la tangente 

trigonometrique de Tangle forme par la secante MM'S avec 

Taxe des x. Si \x et Ay diminuent indefiniment, le point M' 

se rapprochera de plus en plus du point M, et la secante MS 

Aiy 
tendra k se confondre avec la tangente MT. Le rapport ^) 

qui ne cesse pas d'etre represente par la tangente trigo- 
nometrique de Tangle form6 par MS, dans toutes ses posi- 
tiions, aura pour limite la valeur de la tatigente trigono- 
metrique de Tangle forme par la droite MT. La d^riv^e ou 
le quotient diflferentiel, correspondant k une valeur x de 
la variable, mesure done Tinclinaison, sur Taxe des a?, de 
la tangente men6e k la courbe par le point qui a pour ab- 
scisse cette valeur de la variable. On voit en mfime temps que 



CALCUL INFINITESIMAL. 53 

la diflFerentielle de la fonction, ou f[x]dx^ est flguree par 
NH, et que la secondepartie de raccroissement, ou a dx^ est 
figuree par M'N. 

Ainsi raccroissement de Tordonnee de la courbe repre- 
sente raccroissement de la fonction, et raccroissement de 
I'ordonnee de la tangente represente la difiKrentielle. Ces 
ordonn6es tendent de plus en plus & se confondre, k mesure 
que les deux points se rapprochent da vantage, et leur rap- 
port a pour limite Tunite. 



CHAPITRE V. 



RECHERCHE DES DfiRIVfiES ET DIFFfiRENTIELLES : 

NATURE DU PROBLfeME. 
DfiCOMPOSmON DES FONCTIONS EN feLfiMENTS SIMPLES. 



23. Reprenons maintenant le probleme algebrique de 
la recherche de la d^riv^e ou de la differentielle d'une fonc- 
tion quelconque. 

La deflnition meme de la derivee indique la nature des 

operations k efFectuer. Le rapport -r^ n'est autre que 

— — ^ -^' Pour trouver la limite vers laquelle 

converge cette quantite, h mesure que \x diminue, il faut 
faire la substitution Ae x -^ Ix hx dans la fonction donnee, 
d6velopper lepolyn6me qui en resulte, en retrancher f(x)y 
diviser le reste par An?, et voir quelle est la limite du quo- 
tient ainsi obtenu, lorsque Aa? tend vers z^ro. II est Evident 
que la limite de chacun des termes qui composent ce quo- 
tient est precisement la valeur que prend le terme quand on 
y suppose Ix nul. Telle est Thypothese qu'il faut introduire 

dans Texpression developpee du rapport ^- 
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Soit, par exemple, la fonction 

y z=i X* '\ f- 0* 

X 

Le rapport ^ est ici egal k 

(X -f- Sx)^ -h — ^ H- 6 - f a;24- - 

^ ' X-r- Ax \ X 

Xx 

En developpant les calculs indiques et effectuant les reduc- 
tions qui en ressortent, la fraction devient 

2x Ix -+- \x^ ; T—. ■ 

x\x-^\x] n * a 

on 2 a; 4- A.r 



Air xyx-h^x) 

La limite vers laquelle converge cette quantite, quand Ax 

tend vers zero, est evidemment 2a? ^ > quiestTexpression 

finale de la derivee. 

24. Les fonctions pouvant avoir les formes les plus di- 
verses, et, par suite, les operations alg^briques pouvant 
devenir extrSmement conipliquees, on a dil rechercher des 
proced^s g^neraux qui permissent de ramener le calcul 
d'une derivee quelconque k celui d'un certain nombre de 
derivees particulieres. 

Au premier abord, un tel objet semble chimerique, car 
les fonctions aflfectent toutes sortes d' expressions, sans aucun 
rapport les unes avec les autres. Mais cette difficult6 cesse de 
paraitre jnsurmontable, si Ton remarque que les fonctions 
presenteht, malgre leur diversite, les mSmes operations fon- 
damentales. U faut toujours en arriver, en dernier ressort, 
a des additions, des soustractions, des multiplications, des 
logarithmes, etc., qui sont comme les Elements constitutifs 
de toute fonction. Ces operations finales sont d*ailleurs irre-- 
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dtictibles; je veux dire par Ik qu'on ne peut les remplacer 
ar d'autres ni les decomposer en operations plus simples. 
Elles ont chacune leur necessite, puisee dans la conformation 
m§me de Tesprit humain. 

On entrevoit, dfes lors, la possibility de decomposer les 
fonctions, si compliqu6es qu'en soient les formes, en un 
certain nombre d' elements primitifs, toujours les mSmes, et 
par suite de d^duire leurs derivees de celles de ces memos 
fonctions elementaires. 

On appelle fonctions simples celles dans lesquelles la va- 
riable se trouve engagee par une seule des operations fon- 
damentales de TAnalyse. En d'autres termes, les fonctions 
simples sont Texpression mSme de ces operations, d6sign6es 
g6neralement sous le nom d'algorithmes. Les algorithmes ou 
les fonctions correspondantes sont, dans T^tat present de nos 
connaissances, au nombre de dix, reciproques deux k deux 
Tune de Fautre, et pouvant des lors etre rangSes en cinq 
groupes binaires, dont voici le Tableau : 



l**" ftROUPE. 



yr^a-hXf 



2* GROUPE. 



3* GROUPE. 



y 

i y 

i y 



- - a — X, 

=^ ax, 



a 

—y 
X 



a _ 



k^ GROUPE. 



y ^ ct"^, 



5* GROUPE. 



y =logir, 
yz=z sinic, 
y — arc sin a?, 



fonction somme; 

fonction difference ; 
fonction produit; 

fonction quotient; 

fonction puissance; 

fonction racine; 
fonction exponentielle; 
fonction logarithmique ; 
fonction circulaire directe; 
fonction circulaire inverse. 
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Nous ne mentionnons pas les fonctions coso?, arccoso?, 
tanga;, arctangar, etc., parce qu'elles rentrent dans sin a: et 
arc sin ;r ( * ) . 

Ges fonctions simples se combinent de mille manieres pour 
constituer des fonctions d'une forme plus ou moins compli- 
quee. Mais k travers cette diversite, les Elements primitifs 
restent les mSmes ( '). 

{*) La definition que nous avons donn6e des fonctions simples ne 
signifie pas que la variable ne figure qu'une fois dans la fonction, 
mais bien qu'elle n'est I'objet que d'une seule operation, ce qui est 

fort different. Ainsi /l -i-x n'est pas une fonction simple, parce que 
la variable s*y trouve engag6e : 1® par voie d'additiou, 2o par voie 

d'extraction de racine. Au contraire, (v^l H-fl)"*x est une fonction 
simple de x, parce que x n'est engag^e que par voie de produit. De 

m§me sin- n'est pas une fonction simple, et — en est une. 

O X 

(*) « L*introduction, dans I'Analyse, d'une autre fonction abstraite 
» 6l6mentaire, ou plut6t d'un autre couple de fonctions (car cha- 
» cune serait toujours accompagn^e de son inverse), suppose neces- 
» sairement la creation simultan^e d'une nouvelle operation arith- 
» m^tique, ce qui est certainement fort difficile. » (Auguste Comte, 
Philosophie positive, t. I, p. 137. ) 



CHAPITRE yi. 



DIFFfiRENTUTION DES FONCTIONS SIMPLES. 



25. Le calcul des derivees des fonctions simples est une 
affaire de pure Algebre, qui ne presente d'ailleurs aucune 
difficulte speciale. Nous nous bornerons k indiquer les 
resultats, en renvoyant, pour le detail des operations, aux 
trait^s de calcul proprement dits. 

Les valeurs des derivees et des diff^rentielles sont consi- 
gnees dans le Tableau suivant : 

Fonctions simples. Diff^renlielles. D^riv^es ( ' ). 

\j=za-{-x^ dy=zdx^ /*'(a?) — 1; 

I'^GROUPE. \ 

y = a — x, dy — — dx, f^(x]~~l; 



2® GROUPE. 



yzzzax, dy—-adXj f^(x)^=a; 

a , adx a 



y-x"", dy — ax''~^dx, f^{x) ^ax""-^^ ; 

3- GROUPE. < a_ 1 i-1 1 i- 

y — ^x, dy^-x"" dx, P[x]—-x'^ *; 

(*) La d^riv^e est 6gale, comme on sait, k la diff^rentielle divis^e 
par dx. 



4® GROUPE. 
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FoDctions Bimples. Diff^rentielles. D^rivdes. 

/i/ = a*, dy-za''ladx{')J'(x)=a'la] 

\y = logxn, dy =.loge^. r{x)---^^^; 

?/ = sina?, dy — cos xdx, /"'(a?) = cos a?; 

5'' GROUPE. \ ^^ 1 

1/ = arc sin a?, (ii/ = -;=z=rj /''(a;) -- 



V^'l — x* v^l — X* 

Les regies relatives k la formation de ces difiPerentielles 
sont susceptibles d'etre exprimees d'une maniere simple en 
langage ordinaire. II suffit de jeter un coup d'oeil sur les 
formules pour en deduire les enonc^s. Ainsi, la d6riv6e d'un 
logarithme (pris dans un systeme quelconque) est egale k 
un nombre constant (loge) divise par la variable; la d^ri- 
vee d'une puissance s'obtient en diminuant I'exposant d'une 
unite et multipliant par Texposant primitif ; la d6riv6e d'un 
sinus a pour valeur le cosinus, etc. etc. 

(') Le logarithme est pris dans le systfeme n^p^rien, dont la base 
est le nombre e = 2,71828. ... On indique les logarithmes de ce sys- 
tfeme par la caract^ristique 1. 

(•) Le logarithme appartient k un systeme quelconque ; on Tindique 
par la caract^ristique log. 



CHAPITRE VIL 



DIFFERENTIATION DES FONGTIONS COMPOSfiES : THfiORfeME 

FONDAMENTAL. 



26. La differentiation des fonctions composces (form§es, 
comme nous Tavons dej^ dit, par des combinaisons de fonc- 
tions simples) se ramene k celle des fonctions simples au 
moyen du theoreme general suivant : 

Si y est une fonction mediate de a?, c'est-i-dire si Ton a 

u^v^w, ... etant respectivement des fonctions de a?, la dif- 
ferentielle de y par rapport k x s'obtient en prenant la difFe- 
rentielle de /'(w, v,io,...), successivement par rapport h. 
u, v, ti;,. . ., consid6r6es tour k tour comme des variables 
ind6pendantes, et en ajoutantles resultats ainsi obtenus. En 
d'autres termes, je dis qu'on aura 

, df , df , df , 
dy:=^'y- du-\--j- dv -\- -r-dw -^ . . . ; 
^ du dv dw 

la quantite -p represente la d6rivee prise par rapport k u, 
comme si u 6tait la variable independante, et comme si 
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v, t/;, . . . ^taient des constantes; de mSme ~- represente la 

derivee par rapport ^ y, comme si v etait la variable inde- 
pendante et w, w?,... des constantes; et ainsi de suite. 
Quant aux differentielles dw, c^v, c^w?,..., qui multiplient 
ces derivees, elle resultent de la variation de x dans les 
di verses fonctions quirepr^sentent respectivementles quan- 
tites w, v, w?. . • 

D'apres ce th6or6me, la difiF^rentielle de la fonction 1/ sera 
obtenue sous cette double condition : 

1** Qu'on sache differentier 1/ par rapport ^ chacune des 
quantites w, v, ly. . .; 

2** Qu'on sache differentier w, v, t^, . . . par rapport k x, 

Afin de simplifier le raisonnement, prenons le cas de deux 
variables seulement, w et v. Soit done 1/ = /|u, u). 

Je suppose que x recoive un accroissement Aa?. Les quan- 
tites 1/, u et v, qui sont fonction de a?, recevront desaccrois- 
sements correspondants que je designe respectivement par 
A?/, Am, Av, et Ton aura 

Ay zzi/'lu-i- A?f, y 4- Ay) —f[u, y). 

Le resultat serait evidemment le mfiine si, au lieu de 
faire varier x simultanement dans les fonctions u et v, on 
la faisait varier successivement dans chacune d'elles. Or en 
operant la variation d'abord dans u, par exemple, la fonc- 
tion y devient f(u-\-AUj v), et il se produit un premier 
iiccroissement egal k /"(m-i- Aw, v) — /*(m, v). Si Ton fait 
ensuite varier x dans t;, la fonction 1/, qui etait, comme nous 
avons vu, /"(u + Au, v), devient maintenant f(u-[-Au. 
t; 4- Au), et il en r^sulte un deuxitoe accroissement repre- 
sente par 

f[it 4- Au, V 4- Ay) — f{n 4- Aw, v]. 
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L'accroissement total de y, qui est la somme de ces deux 
accroissements successifs, a done pour valeur 

Cette expression se reduit, comme on devait s'y attendre, k 
celle que nous avions imm6diatement obtenue en faisant 
varier a? k la fois dans u et dans v. Mais la forme diff6rente 
k laquelle conduit la variation successive permet de faire 
ressortir le th^oreme que nous avons enonc6. 

Le rapport -^ P®^* ®^ ^ff®* s'^crire : 

^V _ /*(w-f- Aw, v] — f(u, v] Aw 
Aa; , Aw Arr 

f(u-\- ^u,v -\- \v) —fin H- Aw, v] Ad 

At; ^x 

Aiy Aw 
Si Ton fait decroitre Ax indefiniment, les rapport-^, — 

i^X i^X 

Ar 
et — convergeront respectivement vers les derivees de y, u 

. . , ^ , ,. dv (ill ^ dv 

et V, prises par rapport k x, c est-a-dire vers ^^ i- ^^ i-' 

n * ' 1 i- *-^ /*(WH-AW, V) — filly v] ., . . .,, 

Quant a la fraction '-^ r '-—^ — > il est visible 

Aw 

qu'elle aura pour limite la derivee de la fonction f(u^v), 
prise par rapport a w, comme si u 6tait la variable ind^pen- 
dante et v une constante : cela r^sulte de ce que Aw con- 
verge vers zero en mSme temps que Aa?. La limite de cette 

expression pent done se designer par -p • L'autre fraction 

ff It. -h Aw, V 4- A?>) — fill -+- Aw , v) ^ , , 

^— ^ converge, de son c6te, 
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vers la valeur de la deriv6e de f(u,v}, prise par rapport k 
V ; car, si Toil considfere u comme constante, la limite de 
cette fraction est ^videmment la deriv6e de /'(w4-Aw,v), 
fonction qui n'est autre que f(n,vj quand ^x, et par suite 

Aw, est ramene k zero. On pent done la representor par ~^- 

Des lors, Tequation precedente conduit k celle-ci : 

dy df du df dr 

dx du dx dv dx 

En multipliant tons les termes par dx, et remarquant que 

les produits des deriv6es t^>3-j3-» par Taccroissement dx, 
^ ax ax dx 

sont 6gaux aux differentielles de y de u et de v, on obtient 

la relation annonc6e : 

dy = ^du~^^dv{'], 

-^ du dv ^ ' 

qu'on pent 6crire egalement ainsi : 

dy=y^du-h-~-dv, 
^ du dv 

en ayant soin de distinguer la difKrence de signification 
de dy dans les deux membres. Dans le premier, dy repr6sente 

(*) 11 faut bien remarquer que, dans le second membre, la quan- 
tity du, qui figure en multiplicateur et en d^nominateur, n'a pas la 
m6me signification dans les deux cas, et que, par suite, le terme 

-J- du ne pent pas se remplacer simplement par d/". En eflfet , -j- 

signifie que la d^riv^e est prise par rapport k u, comme si u ^tait 
une variable ind^pendante; et le multiplicateur du repr^sente la 
diflf^rentielle de u, telle qu'elle r6sulte de la variation de x dans la 
'fonction d^sign^e par u. La mSme remarque s'applique au terme 



'1 
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la difKrentielle de y provenant de la variation ie x a la 
fois dans u et dans v ; dans le second membre, dy represents 
la difKrentielle de y provenant de la variation de x dans 
une seule des fonctions uonv. 

27. Ge theoreme fournit les moyens de ramener la 
differentiation d^une fonction quelconque kla dififerentiation 
des fonctions simples. Car quelle que soit la nature d'une 
fonction, c'est-k-dire de quelque maniere qu'elle soit for- 
mee avec la variable, ce ne peut jamais Stre que par un 
ensemble d' operations ayant touteslecaract6re de celles qui 
donnent lieu aux fonctions simples. Ges operations peuvent 
d'ailleurs Stre isolees les unes des autres ou super- 
posees les unes aux autres (*), et produire des termes plus 
ou moins compliques; mais on retrouve toujours les mdmes 
elements constitutifs. Si done on repr6sente par autant de 
variables, fonctions de a?, les diverses fonctions simples 
(jui correspondent aux operations indiqu6es dans la fonc- 
tion donnee, on aura une fonction compos6e d'un certain 
nombi'e de variables, fonctions ie x; et la differentiation 
en sera ramen6e, d'apres le theoreme precedent, k celle de 
chacune de ces fonctions, c'est-k-dire k la differentiation 
des fonctions simples elle-mSmes. 

Quelques exemples eclairciront notre pensee. 



(') J'appelle isolees des operations qui peuvent s'eflFectuer inde- 
pendamment les unes des autres, et superpos^es celles qui se com- 
mandent entre elles, de telle sorte qu'on ne peut les eflfectuer que 
I'une apres I'autre. Ainsi x"* logx indique des operations isol6es, 
parce que, si on connaissait la valeur de x, les quantit6s x*« et logx 

pourraient se calculer s6par6ment. Au contraire, ^i-hx"* repr^sente' 
des operations superpos^es, parce qu'on ne peut calculer la racine 
n'*"»« qu'apr^s avoir calcuie x»«. 
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Soit en premier lieu une fonction h operations isol6es, 
dent un terme quelconque sera, par exemple, 

Posons 

ax^^=:u^ loga?=:v, 6^=z; 

le terme en question deviendra 

uv 

z 

La differentielle s'obtiendra : P en differentiant le terme 
success! vement par rapport h u^ v etz^ consid6rees tour h 
tour comme variables independantes ; 2<^ en multipliant les 
derivees ainsi obtenues par les differentielles de ii, v et z, 
prises par rapport k x. 

Or, d'une part, fes variables u, v ei z n*entrant dans le 
terme ci-dessus que par des operations simples, on saura 
obtenir les deriv6es par rapport k ces variables ; d'autre 
part, chacune de ces variables ne repr6sentant qu'une 
fonction simple de x, on saura egalement en prendre la 
differentielle par rapport a x. 

On obtiendra done la differentielle cherchee. 

Gonsiderons en second lieu une fonction k operations 
superposees, dont un terme sera, par exemple, 



i/n 



sina; (a log a;) 
Posons 

sina? = w, aloga;==v, t;"'— z; 

ce terme pourra s'6crire 

uz. 

De Fheycinet. — Anal, infin. 



n 
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Les operations relatives a u ne presenterontaucuneparticu- 
larite, puisqu'on se trouve dans le meme cas que precedem- 
ment. En ce qui concerne z, on aura : 1** a prendre laderivee 
du terme par rapport k cette variable, consid6ree comme 
independante, ce qui est encore Tapplic^tion du cas prece- 
dent ; 2" h prendre la differentielle de z. Ici, la chose est 
nouvelle, car z n*est pas une fonction immediate de v, 
puisque z = v'^,v etant elle-meme fonction de x, Mais 
raisonnant par rapport h z. comme pour les fonctions h 
operations isolees, on deduit dz =: mv'^-^ dv \ et tout con- 
siste a trouver dv, ce qui est aise, puisque v est une fonction 
immediate de x, 

Theoriquement done, on n'aura aucune dif ficulte k operer 
la differentiation d'une fonction quelconque d'une seule 
variable independante. 

Ainsi se trouve confirmee, a posteriori, la proposition 
que nous avons etablie touchant Texistence d'une derivee 
pour toute fonction continue. Nous voyons de plus que non 
seulement cette derivee existe, mais encore qu'on salt I'ob- 
tenir sous une forme analytique. C'est Ik un pas nouveau, 
et tres important; car il ne sufflsait pas d'etre assure que le 
rapport de I'accroissement d'une fonction k Taccroissement 
de la variable converge vers une limite flnie, il fallait de- 
montrer aussi que cette limite est toujours exprimable au 
moyen des algorithmes connus, ce que rien, a priori, ne 
p9rmettait d'afflrmer (*). 

Consequences, 

28. 1° La dififerentielle d'une somme de fonctions est 
egale k la somme des differentielles de ces fonctions. 

(♦) On donne assez souvent une demonstration fort incomplete, 
et m^me vicieuse; de Texistence de la derivee. On construit la courbe 
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G'est une application evidente du theoreme general, 
2^ La differentielle d'un produit de plusieurs fonctions 
est egale k la somme des produits obtenus en multipliant la 
differentielle de chaque fonction par le produit de toutes les 
autres. Ainsi on doit avoir : 

d(uvz. . .).■= vz. . , du -h iiz . . . dv -h uv. . . dz-\- .... 

Eneifet, pour obtenir la differentielle du produit iivz.,,, il 
faut differentier ce produit successivement par rapport a 
UyVy z. . ,y comme si chacune de ces quantites 6tait seule 
variable et toutes les autres constantes. La differentiation 
par rapport k u^ par exemple, donne pour resultat vz. . . 
(quantite consideree comme constante), multipliee par la 
differentielle de u, c'est-k-dire vz..> du. De meme pour 
chacune des autres fonctions. 
3* La differentielle d'un quotient s'obtient en formant le 

representee par I'^quation y — f{x), et apres avoir remarqu6 que la 
(16riv6e exprime la valeur de la tangente trigonom^trique de Tangle 
form^ par la tangente k la courbe avec I'axe des x, on en conclut 
que, toute courbe ayant une tangente en un point quelconque, toute 
fonction a une d6riv6e pour une valeur quelconque de la variable. 

Gette demonstration pr^sente les d6fauts suivants : 

\* On'a recours k une representation geometrique, ce qui est propre 
k restreindre le point de vue general duquel il faut considerer les 
fonctions. 

2' On affirme que toute courbe a une tangente, ce qui n'est pas 
plus evident que la conclusion meme qu'on en veut tirer, k savoir 
que toute equation a une derivee; car si la courbe a une tangente, 
c'est precisement parce que son equation porte sur une fonction con- 
tinue, G'est done dans la continuite qu'il faut chercher la raison 
d'etre de la tangente, et des lors mieux vaut donner tout de suite la 
demonstration purement analytique que nous avons presentee d'aprfes 
M. Duhamel. 

3* De ce que la derivee a une valeur determinee, il ne s'ensuit 
pas qu'elle existe analytiquement, c'est-^-dire qu'elle soit suscep- 
tible d'etre exprimee avec les algorithmes connus. Gela ne pent 
resulter que des considerations a posteriori que nous avons fait res- 
sortir. 
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produit dii d^nominateur par la diflterentielle du num^ra- 
teur, en en retranchant le produit du numerateur par la 
diff^rentielle du denominateur, et divisant par le carre du 
d6nominateur. Ainsi : 

'tA vdu — udv 

v) ~~ V* 



Car la dilKrentielle de la fonction -? prise par rapport 

1 

k u, comme si v etait constant, donne -du. La differen- 

V 

tielle par rapport k v, comme si u etait constant, donne 

u 
5 dv. La somme de ces deux quantit^s, ou la diflferen- 

u 
tielle du quotient - par rapport k la variable ind6pen- 

dante, a pour expression 

1 - it , vdit — udv 

- du zdv ou = 

V y* V 

4? La derivee d'une fonction de fonction est 6gale au pro- 
duit des deriv^es de ces fonctions. Soit, par exemple. 
y = f(u), w = © [x] ; je dis qu'on aura 

dy df d(D dy dy du 

^JL :^:2 — - X - OU — ^ "^^^ — ^ X * 

dx du dx dx du dx^ 

du 

relation dans laquelle — represente la derivee de y par 

rapport k x^ T" ^^ derivee de y, prise par rapport k u, 

comme si u etait la variable ind^pendante, et -7- la derivee 
de u par rapport k x. 
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Ea efifet, d'une manifere g^n^rale, nous avons 

dy^=~-du ou dy=:^ diu 
^ du -^ du 

et du represente la differentielle de u. telle qu'elle r6sulte 
de la variation de x dans la fonction qu'elle represente ; 

done du=^-r- dx. Par suite, 

, dy du ^ 

d'ou enfin la proposition enonc6e. 
On pent 6crire 6galement 

dy 

dy dx ^ 

du du ' 

dx 

ce qui signifie que la derivee de y, prise par rapport a u^ 
comme si u ^tait la variable ind^pendante, est egale au 
quotient des d^riv^es de y et de w, prises par rapport k la 
veritable variable ind6pendante x, 

29. Ces diverses rfegles (*) permettent de trouver les 
derivees d'une fagon plus exp6ditive qu'en mettant en 
evidence toutes les variables auxiliaires auxquelles nous 
avons eu recours dans les exemples du n** 27. 

Si la fonction donn6e comprend, je suppose, une somme 
de termes, ce qui est assez general, il est inutile de rem- 

(M On est dans I'usage de donner des demonstrations directes 
pour les divers cas particuliers que nous venons de passer en revue, 
sans les rattacher au th^or^me g^n^ral des fonctions compos^es, 
dont lis ne sont pourtant que des consequences immediates. Cette 
mani^re de proc^der nous semble peu philosophique. 
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placer chacun d'eux par une variable speciale pour effec- 
tuer la diflRSrentiation : il suffit de les diff^rentier s6pa- 
rement et de faire la somme des r^sultats ainsi obtenus. 
Si Ton est ensuite en presence d'un terme tel que celui du 
n^ 27, soil 



rz 9 



on sait que la difF6rentielle est egale, d'apres la troisifeme 
consequence, h 

b^d{ax^]ogx) --ax^lof^xdyb^] 

On developpe les differentielles indiquees au moyen de 
la deuxieme consequence. Ainsi : 

d{ax^logx) Aogxd{ax^) hax^d (logo?) 
-:- (Sax* logx -\- ax* loge) dx. 

Nous ne pousserons pas plus loin le calcul, qui n'oflfre 
aucune difficulty. Get exemple suffit k montrer qu'avec 
une certaine habitude des procedes, on parvient k eiFectuer 
rapidement les diflKrentiations de fonctions compliqu^es, 
sans m§me avoir besoin de recourir k des variables auxi- 
liaires. 



CHAPITRE VIII. 



DIFFfiRENTUTION DES FONCTIONS IMPUCITES. 



30. Nous avons admis, jusqu'^ present, que Tequation 
enlre x et y etait resolue par rapport h. y, Supposons ici 
que cette resolution pr^alable n'ait pas 6te effectuee, et 
que y soit une fonction implicite de x^ determin^e par une 
equation de la forme 

f(x, y) 1=0. 

II s*agit de trouver la derivee de y par rapport k x^ sans 
resoudre I'equation. 

Ony parvientpar une application immediate du theoreme 
des fonctions composees. Car, y etant fonction de a?, on 
peut considerer f(x^y) comme une fonction de deux 
variables, fonctions elles-m^mes dex, et analogue k f(u^ v), 
qui a fait Tobjet du raisonnement precedent. Mais cettt 
fonction 6tant nuUe, en vertu de Tequation supposee 
f{x,y] — 0, il en resulte que la derivee est nuUe aussi; de 
sorte qu'on a 

— dx 4- J - ttw ~ ; 
dx dij ^ 
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d'oti 

dy dx 

dx "~ df 
dy 

Ainsi la derivee de y par rapport a x est egale, en signe 
contraire. au quotient des deux d6rivees de la fonction 
donn6e, prises successivement par rapport k x ei ky. Or, le 
calcul de ces deux derivees ne necessite pas que I'equation 
soit resolue par rapport k y. On a done la derivee de la 
fonctioil implicite sans resoudre prealablemeht Tequation. 



CHAPITRE IX. 



DfiRIVfiES ET DIFF£RENTIELLES DE DIVERS ORDRES. 



31. La derivee d'une fonction etant elle-m§me une 
fonction, on est naturellement amene k consid6rer la d6- 
riv^e de cette d6riv6e, et k la rattacher k la fonction primi- 
tive. On la nomme d6riv6e seconds Ae la, fonction primitive. 
Dememe la d6riv6e de la derivee seconds forme la derivee 
troisieme, etc.. etc. En g6n6ral, la derivee d'un certain ordre 
est la derivee de la d6riv6e de I'ordre precedent. Elles sont 
distinguees, dans les formules, par des accents en nombre 
egal a celui qui marque Tordre de la derivation. Ainsi 
f[x), f"[x]^.,. representent respectivement les derivees 
seconde, troisieme, etc. 

Les differentielles forment une succession analogue. On 
distingue des differentielles seconde, troisieme^ etc., qui sont, 
chacune, la diff6rentielle de la diflferentielle prec6dente. 
La differentielle n'*"»« signifle la diflferentielle de la differen- 
tielle n — l'*'"«. On les represente dans les formules en inscri- 
vant k droite de la caract6ristique d le num^ro d'ordre de 
la differentiation. Ainsi d*y, d'y, . . . designent les divers 
ordres de diflF6rentielles de la fonction primitive. 
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La definition de la differentielle premifere (simplement 
nommee differentielle) entraine la relation 

ou plutot cette relation n'est que Texpression meme de la 
definition (19). 

La definition des differentielles seconde, troisieme, etc., 
n'entraine, imm6diatement, aucune relation analogue. En 
effet, la differentielle seconde, par exemple, n'est point 
definie le produit de la derivee seconde par Vaccroissement de 
la variable (*), mais bien la differentielle de la differentielle 
premiere; ce qui est tout different. Pour deduire de 1^ une 
relation quelconque entre la differentielle et la derivee, il 
est necessaire de savoir effectuer les operations indiquees 
par la definition, c'est-^-dire de savoir trouver la differen- 
tielle d'une differentielle. 

C'est k quoi nous reussirons ais6ment au moyen des pro* 
positions d^j^ d^montrees. 

Cherchons, par exemple, la differentielle de (^ ou de 
f^(x) dx. 

(*) fividemment rien n'empdcherait de consid^rer des differen- 
tielles ainsi d^finies, et d'appeler differentielle du n""* ordre le 
produit de la d^riv^e n'*"* par I'accroissement de la variable ind6- 
pendante. Toute definition est, de sa nature, arbitraire ; il suf fit, une 
fois qu'on I'a 6tablie, d'y rester fiddle par la suite. Mais cette con- 
dition, dontse con ten te lapurelogique, nesuffit point pour les sciences. 
II faut encore que les objets d^finis soient utiles k consid^rer, 
c'est-i-dire qu'ils correspondent k, des realit^s ph6nom6nales; sans 
cela r^tude des objets d^finis serait sans application possible. C'est 
k ce r61e sterile que seraient r^duites les differentielles des divers 
ordres, d^finies comme nous venons de le dire. Tandis qu*au con- 
traire les differentielles, telles qu'on les a adoptees, correspondent, 
comme il sera facile de s'en convaincre, k des r^alit^s int^ressantes, 
ou s'introduisent naturellement dans les formules math^matiques 
des phenomenes. 
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On salt, d'aprfes la rfegle relative h la differentiation des 
produits de fonctions, que d[f^(x)xdx] est 6gal k 

dxdf'[x) -\- f'[x) ddx. 

Si nous supposons, ce qui est toujours permis, que les 
accroissements auccessifs attribues k la variable indepen- 
danteo? sont egaux, ou que dx est constant, la diff^rentielle 
de dx sera nuUe , et par suite le second terme de la quantite ci- 
dessus disparaitra. Quant k la difKrentielle de r{x), elle est 
egale, en vertu de la definition generale des differentielles 
premieres, au produit de Taccroissement dx par la deriv6e 
de f[x) ou par f (x), c'est-^-dire k ["{x) dx. On a done 

d(dy] ou d*y^d[f'lx]dx]~-r{x)dxK 

On trouverait de meme 

d^\j = r{x)dx^ 
et en general 

d'' y — f^") [x] dx'' . 

II resulte de 1^ que les differentielles des divers ordres 
sont respectivement egales au produit des deriv6es par les 
puissances, du meme ordre, de I'accroissement de la va- 
riable; ou que les derivees des divers ordres sont respec- 
tivement egales au quotient des differentielles par les puis- 
sances correspondantes de Taccroissement. 

32. La deriv^e premiere est d^finie la limite du rapport de 
I'accroissement de la fonction a V accroissement de la variable^ 
hnque ce dernier converge vers zero. 

La derivee seconde est definie la derivee de la derivee 
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premiere^ ou la limite du rapport de I'accroissement de la 
derivee premiere a Vaccroissement de la variable. 

De cette definition il ne d^coule aucune relation imme- 
diate entre la d6rivee seconde et I'accroissement de la fonc- 
tion primitive ; car on ne discerne pas, a priori^ de quelle 
maniere I'accroissement de la fonction primitive pent Stre 
lie h I'accroissement de la derivee premiere. II existe cepen- 
dant, entre I'accroissement d'une derivee d'ordre quelconque 
et celui de la fonction primitive, une relation trfes in teres - 
sante, que nous allons 6tal)lir. 

Supposons que dans la fonction donn6e on attribue h. x 
une serie d'accroissements egaux (c'est ce que nous avons 
dejk admis pour rattacher entre elles les derivees et les 
differentielles des divers ordres); la fonction prendra une 
serie de valeurs correspondantes : 

V', Vii 1/8, ..., l/«. 

Si je represente respectivement par Ay, Ai/j, A1/3, . , . , A|/« 
les accroissements successifs de la fonction, entre ces di- 
verses valeurs, on aura 

^y — Vi — y^ ^yi — y^ — y±'. '..., ^yn^yn^i—yn- 

Representons par A*i/ la difference entre deux accroisse- 
ments cons6cutifs Ay, At/j, c'est-^-dire I'accroissement de 
'accroissement Ay lorsqu'on passe de I'intervalle y^ — y h 
I'intervalle ya — yj. — Pour rester fidele k la notation deja 
adoptee, cet accroissement d'une nouvelle espece doit, en 
effet, etre d6sign6 par A(Ay) ou plus simplement par A'y ; 
de mSme que pour les differentielles on d^signe d(dy) par 
d*y. On aura par definition 

A«y zzz Ay^ — Ay — y, — y^ — ( yj — y ) , 
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et par suite 

Vs — Vt Vt — y 



Actuellement , faisons d^croitre Ao? indeflniment , et 
voyons vers quelle limite converge le second membre. La 

quantite S qui represente le rapport de Taccroisse- 

ment de t/j h Taccroissement Ao?, aura pour limite la derivee 
de !/i, c'est-^-dire la derivee de y-f- Ay, ou enfin /'(re -(- Arc), 

puisque 1/ n- Ay = /"(re -h Aa;). De mSme, la fraction ^^^^ — '- 

a pour limite /"'(oj) . En sorte que la limite du second membre 

est celle de — t — Mais cette fraction n*est 

Aj; 

autre que le rapport de I'accroissement de la fonction f[x] 

k raccroissement Arc. Elle a done pour limite la deriv6e de 

{'(x] ou f[x]. Finalement nous trouvons 

En prenant la difference entre A*i/ et A^ya, et designant par 
A*y cet accroissement de troisieme espece, on verrait, par 

un raisonnement analogue, que la limite de ^ est 6gale 

d.f[x]. D'une maniere generale on conclurait 

Pour donner un 6nonc6 simple ^ cette relation remarquable, 
on est convenu d'appeler : 
Differences premieres, les accroissements Ay, Ay,, Ays, . . . ; 
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Differences secondes^ les differences des differences pre- 
mieres, c'est-k-dire les quantites A*y, A'y,, A'i/35 • • . ; 

Differences n**™®^^ les differences des differences n — liemes^ 
c'est-i-dire les quantites A^i/, A'*!/,, A^i/a, 

D'apres ces definitions, le theorfeme que nous venons de 
deraontrer s'enonce ainsi : 

La derivee d^un ordre quelconqiie est egale a la limite du 
rapport de la difference du mime ordre a la puissance corres- 
pondanle de I'accroissement de la variable. 

Par la se trouve ^tablio une analogie complete entre la 
derivee premiere et toutes les autres deriv^es, puisque la 
derivee premiere marque precis6ment la limite du rapport 
de la difference premiere h la puissance simple de Taccrois- 
sement de la variable. 
' La relation g6n6rale 

fournit des consequences analogues k celles que nous avons 
obtenues au n° 19 pour la derivee premiere. 
On en d^duit immMiatement 

a etant une quantity qui converge vers zero en meme temps 
que Ax. De 1^ r6sulte 

et 
On pent dire aussi que la difference du n^omo ordre est 
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egale k la differentielle du mSme ordre, sauf un infiniment 
petit de Tordre n -(- 1 . 

II est bien remarquable que les derivees, superieures a 
la premiere, 6tant definies sans se preoccuper des accroisse- 
ments de la fonction primitive, et, d' autre part, les diffe- 
rences, superieures k la premiere, de la fonction primitive, 
etant definies sans se preoccuper des derivees, on trouve 
entre ces quantites une relation aussi simple et aussi har- 
monique que celle qui constitue la definition mgme de la 
derivee du premier ordre. Cette circonstance etablit, dans 
la generation des derivees successives , un enchainement 
encore plus 6troit que celui qui resulte de leur propre defi- 
nition. Aussi quelques auteurs . partant de la relation dont 
nous parlous, out d^fini k ce point de vue les d^vees des 
divers ordres. Mais si I'on adopte cette derniere definition, il 
faut ensuite demontrer que la d6riv6e n*^™®, concue comme 
la limite du rapport de la difference n^eme ^ la puissance 
correspondante de I'accroissement, est en meme temps la 
derivee premiere de la derivee n — li^me. une telle marche 
noussemble moins directe et surtoutmoins naturelle, en ce 
que la conception de la derivee premiere ne suffit plus, des 
lors, pour la definition des derivees superieures. 



CHAPITRE X. 



CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDfiPENDANTE. 



33. Bien que le choix de la variable independante soit 
generalement indique par la nature mSme des elements 
du problerae, il peut arriver que les convenances du calcul 
conduisent k prendre une variable independante differente 
de celle qu'on avait choisie d'abord. En d'autres termes, on 
se met a considerer comme independante desormais une 
quantite qui, jusqu'k ce moment, etait fonction de la variable 
independante primitive ; de sorte que celle-ci devient reci- 
proquement fonction de la nouvelle variable. C'est ce qui 
arrive, par exemple, dans le probleme du mouvement d'un 
pendule. On est conduit k prendre pour variable indepen- 
dante, non plus le temps, choisi en premier lieu pour cat 
objet, mais Yangle decrit par la tige du pendule a droite 
et k gauche de la verticale. 

Les deriv6es ou les differentielles prises par rapport k la 
nouvelle variable independante ne sont naturellement pas 
les memos que prises par rapport k la variable primitive. 
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Si done on a besoin de les connaitre, on devra commencer 
par exprimer les diverses variables en fonction de celle 
qu'on vient de choisir ; et Ton determinera ensuite, par les 
proc6des ordinaires, les valeurs des diverses deriv^es et 
differentielles. Mais ce resultat ne s^obtient pas sans une 
elaboration penible et sou vent meme impraticable , car il 
faut eliminer un certain nombre de variables entre plu- 
sieurs equations. Pour suppleer k de pareils calculs, on 
a pr6f6re resoudre d'une maniere generale la question 
suivante : 

Etant connues les derivees d'ltne fonction par rapport a une 
variable independante, ainsi que la valeur de cette variable en 
fonction d*une nouvelle variable independante, trouver les 
derivees et les differentielles de la fonction par rapport a la 
nouvelle variable, 

Soient !/ — /*( 0?) la fonction donnee et x=^^[t] la valeur 
de I'ancienne variable independante x en fonction de la 
nouvelle variable t, Je suppose connues les derivees de y 
par rapport h. a?, ainsi que les derivees de x par rapport 
A ?; il faut avoir les derivees de y par rapport a t. 

Pour la diiferentielle du premier ordre dy^ on sait, d'apres 
la regie relative aux fonctions de fonctions (28), qu'elle est 
egale k la derivee prise par rapport h x^ multipliee par la 
differentielle de x prise par rapport ^ ^ On a done 

dyz=:if[x] dx\ 

et la relation conserve la meme forme que si Ton n'avait 
pas change de variable : c'est-^-dire que dy et dx repre- 
sentent les differentielles de y et de a? par rapport ci la 
variable independante t\ et f[x]^ la derivee de y prise 
par rapport k x^ absolument comme si x etait la variable 
independante. 

De FreycinEt. — Anal, infin. (3 
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Si Ton differentie par rapport k t^ il vient 

la dififerentielle d^x n'est pas nuUe, puisque x est actuel- 
lement fonction de t, et que, par suite, dx n'est plus une 
constante. 

On obtiendrait de meme les differentielles d'ordres supe- 
rieurs. Nous n'en poursuivrons pas le calcul, qui n'ofFre 
aucune difficult^ ; nous nous bornerons k remarquer que 
Texpression d'une diff^rentielle est d'autant plus compli- 
quee que Tordre de la differentiation est plus 61eve. Cela 
tient k ce que, dans les operations successives, la differen- 
tiation de dx introduit chaque fois un terme de plus, qui 
n'existerait pas si x a,\3Lit continue d'etre la variable inde- 
pendante. 



CHAPITRE XI. 



DIFFERENTIATION DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 

INDfePENDANTES. 



34. Une question peut, avons-nous dit (4), comporter k 
la fois plusieurs variables independantes. 

Dans les fonctions ainsi formees, il y a lieu tantdt de 
prendre la differentielle par rapport k Tune ou k Tautre des 
variables, tant6t par rapport k toutes. Dans le premier cas, 
la differentielle est dite partielle^ et dans le second cas, 
elle est dite totale. 

Le premier cas ne peut ofifrir de difficulte ; car on doit 
considerer toutes les autres variables independantes comme 
des quantites constantes. On se retrouve, des lors, en 
presence de la differentiation des fonctions d'une seule 
variable. 

Le second cas ne n^cessite non plus aucun precede nou- 
veau : c'est une pure application de la regie demontree au 
n* 26. II sufflt de prendre les fonctions composantes les plus 
simples possible, c'est-^-dire reduites aux variables memos, 
et Ton voit que la differentielle totale est egale c^ la somme 
des differentielles partielles. 
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On peut enfin prendre les derivees successivement par 
rapport k diverses variables. De 1^ ce th^orfeme : 

Le resultat final deplusieurs differentiations sticcessives reste 
le meme quel que soil Vordre des differentiations. 

Pour choisir Texemple le plus simple, celui d*une'fonction 
de deux variables ind^pendantes, z=:f[x,y],]Q dis que si 
Ton prend la deriv6e de z par rapport k x, et ensuite la 
derivee de cette deriv^e par rapport & y, le resultat sera le 
meme que si Ton avait pris d'abord la derivee de z par 
rapport ^ y, et ensuite la derivee de cette derivee par rap- 
port k X, C'est ce qu'on exprime ainsi : 

d^z d^z 



dy dx dx dy 

Pour verifier cette relation, il sufflt de faire varier x dans 

la fonction donnee. et y dans la derivee ainsi obtenue ; on 

arrive au meme r6sultat final qu'en faisant varier d'abord y 

dans la fonction et ensuite x dans la derivee. Nous croyons 

inutile de nous arreter davantage a cette demonstration, sem- 

blable a celle dont nous avons fait usage au n<* 26 pour la 

differentiation des fonctions defonctions. 

Ce theoreme est susceptible d'une interpretation geome- 
trique. 
Supposons que z = f(x,y] soit T^quation d'une surface. 

Faire varier x en laissant y constant revient a prendre 

les points successifs de la courbe obtenue en coupant 

la surface par un plan parallele au plan des zx. Faire 

varier y en laissant x constant revient a couper la surface 

par un plan parallele au plan des zy . Le point de la surface 

qui correspond k ces deux variations successives est 6vi- 

demment le meme, quel que soit Tordre dans lequel on les 

a effectu6es. 



CHAPITRE XII. 



SfiRIES DE TAYLOR ET DE MAGLAURIN. 



35. Le Calcul differeutiel comporte des d6veloppements 
alg^briques, distincts du calcul des limites de rapport pro- 
prement dit. Nous nous bornerons h mentionner le develop- 
pement qui s'y rattache le plus directement, et qui est connu 
sous le nom de serie de Taylor. 

Reprenons la fonction y = f{x), et donnons b, x \in ac- 
croissement ^x. On a, d*apr6s les notations adoptees, 

Ay ou ^f[x)=f(x-h^x)—f(x)', 
d'ou 

f(X-h^x):=f{x]-i'^f{x). 

Dans cette relation g6nerale, qui subsiste quelles que 
soient les valeurs de x et de Ax, remplagons successivement 
01 par a? -f- Ao?, a; -+- 2 Ax, x-h3^x, On obtiendra cette 
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suite d'expressions : 

f(x~h Ax]=f(x]-i- A/-(a?), 

f(x -h 3^x) = f{x] + 3^f(x) -h 3^^f(x) + AV(a7), 



et. d*une maniere g6nerale, 

f(x H- m A.r) — f[x] -f- m A/'lx) n ~ AY(iP) 

Convenons de laisser constant le produit m Aoj, quelles que 

soient les valeurs attributes separ^ment hm et k ^x; de 

telle sorte que, si Tune de ces deux quantity augmente, 

rautre devra etre diminu6e en proportion. Soit h ce pro- 

ij 

duit constant, d'ou m = ^r — Si Ton fait la substitution 

' Ao? 

dans la formule ci-dessus, il vient 

^, r' ^ , ^/*(^) h^h — ^x]^^f{x] 



^x 1.2 Ajc^ 

h\h — ^x] (/i— 2A.t1 ^}f{x] 
~^" 1.2.3 Aa;» ~^ * • • • 

Supposons maintenant que Aa? decroisse ind^finiment : 

( * ) Gette relation se d^duit de la pr^c^dente en faisant dans celle-ci 
x = x-\- Aac. Elle devient en effet, par suite de la substitution, 

f{x -^ 2Ax) ^ f{X H- ix) -t- £if{x -}- A3C). 

Si Ton remplace, dans cette Equation, /"(x 4- Ax) par sa valeur 
f{x)~\-£kf{x)y on tpouve 

/'(x^-2Ax)-^/•(x)^-A/'M + A[/'(x) + A/tx)]^--/•(x)-^2A/'{x)-+-A*/•W. 
Les relations suivantes s'obtiennent avec la mfime facility. 
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les quantities telles que ' ? ^ j . . . auront respec- 

tivement pour limites les deriv6es f'(x),f'^{x)^...\ les 

quantit6s h — \x, h— 2 Aa? auront toutes pour limite fi. 

La formule deviendra finalement 

f[x-^h) =: f(x] ^-hr(x] - ^Tix') -t- i^n^) + . . . . 

Telle est la relation connue sous le nom de serie de 
Taylor. 

Ce que nous venous de dire touchant la limite com- 
mune des quantites h — A^, /i — 2 Aa;, . . . ne s'applique 
pas eyidemment aux termes dont le rang dans la serie 
est indefiniment 61oigne. Car dans I'expression de pareils 
termes entrent des facteurs de la forme h — n Aa;, lesquels 
ne se r^duisent plus k h quand n augmente au del^ de-toute 
grandeur. On ne pourrait done pas affirmer, a priori^ 
que la serie ci-dessus, indefiniment prolong6e, represente 
le developpement exact de f[x-^-h]. On est ainsi conduit 
a rechercher la fonction de a? et de /i qu*il convient d'ajouter 
a la serie, arrfitee h. un certain • terme, pour reproduire 
identiquement le premier membre /*(a;-f-/i). Le calcul de 
ce reste, aussi bien que la discussion des conditions de 
convergence de la s^rie, sont exposes dans tous les Trait^s 
sp6ciaux (*), On trouve que ce reste pent affecter diverses 
formes, selon les cas ; la plus usuelle est celle-ci : 

p'^'(x-v-^h]. 



1.2.3. .. lu-h 1) 



{') Voir notamment la Theorie des fonctions analytiques de 
Lagrange, le TraM 4l4mentaire de la tMorie des fonctions de 
Cournot, etc. 
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n 6tant Tordre de la d6rivee qui figure dans le terme 
auquel on arrSte la serie, et etant une quantite comprise 
entreoetl. 

La 86rie de Taylor permet d'exprimer, sous une forme 
remarquable, Taccroissement Ai/ d*une fonction corres- 
pondant k I'accroissement Ao? de la variable. 

Car si Ton suppose, dans la formule precedente, que h est 
cet accroissement Aa?, et si Ton considere que Ay est egal k 
f{x-h A.r) — f{x) , il vient 

Ainsi, la quantite designee par a, au n° 19, est 6gale au 
developpement f'^(x] i— ^ -h r(x) 1-9-0 -+- 

On peut donner une nouvelle forme k Texpression de 
Ay, en s'appuyant sur ce que, d'une maniere generale, 
/^"^ [x) ^x'^ est 6gal k d'^y. II en r&ulte la relation : 

1 1 

Par 1^ nous avons la valeur de la difference en fonction des 
diflF6rentielles des divers ordres. 

De la s^rie de Taylor on d^duit une autre serie, egale- 
ment importante, dite serie de Maclaurin. Pour Fobtenir, 
il suffit de remarquer que la s6rie de Taylor doit subsister 
identiquement, lors mSme que h representerait une quantite 
variable. Rien n'empSche done d'etablir le developpement 
par rapport aux puissances de x, au lieu de Tetablir par 
rapport k celles de h. Si Ton suppose ensuite que h devienne 
nul, la s6rie prend la forme suivante : 

fix) = r(o) -^xrio) -f- j^ no) -^ Y^^n^) ^ • • • • . , 
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Les coefficients des puissances de x representent les valeurs 
queprennent /*(a?), /^(a;),/*"(a?), ..., quand on fait dans ces 
diverses fonctions a? = o. 

Ainsi se trouve r^solu le probleme qui consiste h deve- 
lopper une fonction quelconque en une serie ordonnee 
suivant les puissances enti^res et ascendantes de la va- 
riable. 



CALCUL INTEGRAL 



ou 



CALCUL DES LIMITES DE SOMME 



itant donn6e vne somme de termes dont le nombre augmente 
inddflnlment k mesure que obaoim d'enz diminue, snivant vne 
loi donn6e, tronTerlalimlte vers laquelle converse eette somme. 



CHAPITRE XIII. 



EXISTENCE DE LA LIMITE DE SOMME POUR TOUTES 
LES FONCTIONS CONTINUES. 



36. Les termes des sommes dont le Calcul integral re- 
cherche les limites sont toujours supposes ramen^s k la 
forme f(x) Ao?. 

En general, la mise en equations des problfemes ne 
fournit pas imm^diatement des termes d'une forme aussi 
simple. II faut une Elaboration preliminaire pour les y 
reduire, elaboration distincte du Galcul integral pro- 
prement dit, et qui rentre veritablement dans Tusage de 
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la M^thode infinitesimale, ainsi que nous le verrons plus 
tard (*). 

Ouoi qu'il en soit de la transformation prealable dont 
nous parlons, et des difflcult6s speciales dont eUe peut 
etre entouree dans les diverses applications, nous admet- 
trons toujours qu'eUe a 6t6 reguliefement efFectuee. Les 
proced6s du Calcul integral auront done pour objet de faire 
connaitre la valeur de la limite vers laquelle tend une suite 
de termes, tels que 

f(x) ^x -h fixt) ^Xi 4- f(x3) Axa 4- . . . -h /*(,r,t) Aj;„, 

en designant par x, x^, iCs, . . . , Xn les diverses valeurs 
attribuees k a?, et par ^x, Axj, Axj, . . . , \Xn les valeurs cor- 
respondantes des accroissements de x. Une telle somme 
est prise depuis une valeur determin6e, que nous avons 
designee ici par x, jusqu'i une autre valeur, designee par 
Xn. Le nombre des termes intermediaires est d'autant 
plus grand que les accroissements Ao?, Aojj, Aa^s, . . . sent 
plus petits. En mSme temps, la valeur individuelle de 
ces termes devient moindre, et la limite qu'il s'agit de 
calculer est celle vers laquelle tend la sonmie lorsque les 
accroissements de la variable convergent indefiniment vers 
zero. 

On represente ordinairement la somme ci-dessus par 
I>f(x) Aj;, et la limite de cette somme par limlf(x) Aa?. 

37. Ici se presente, comme pour le Calcul difF6rentiel, 
une question preliminaire tout k fait capitale : La limite 

(* ) C'est le m6me point de vue que pour le Calcul diff^rentiel. Nous 

A fix) 
y avons suppose les rapports ramen^s k la forme -^ — -, sans nous 

pr^occuper de la mani^re de les ramener effectivement ^ cette forme. 
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(lont nous parlons existe-t-elle ? La somme des termes 
f(x)\x-hf{Xi) \X2 -+-... converge- t-elle toujours vers une 
valour determinee ? 

Nous allons demon trer qu'il en est ainsi pour toute fonction 

(I'une variable x assujettie seulement aux conditions sui- 

vantes : « 1** Que, lorsque Ton donne un accroissement hkx, 

» il en r^sulte un accroissement k dey qui tende vers 

») z6ro si Ton fait tendre h vers z6ro ; 2^ qu'k partir de toute 

» valeur de x on en puisse prendre une autre qui en diff6re 

» d'une quantity iinie d6termin6e, telle que si x varie dans 

» le meme sens, dans Tintervalle compris entre elles, y 

J- varie constamment dans un mfime sens, c'est-k-dire tou- 

I » jours en augmentant ou toujours en diminuant {*). » 

! De ia premifere de ces deux conditions r6sulte que la 

i fonction ne passe pas par une valeur inflnie quand x varie 

jusqu'k Xn- Si done on designe par A la plus grande valeur 

que puisse prendre la fonction entre les valeurs x et Xn de 

la variable, A sera necessairement une quantity iinie, et 

I la somme I,f(x) ^x sera moindre que 

A Ax" -f- k\Xi -h A Aja -h . . . H- A ^Xn , 

I ou moindre que k[xn — a7),quantite finie, independante 
' de la grandeur individueUe des accroissements. Ainsi, 
nous voyons en premier lieu que la somme en question 
ne pent croitre au delk de toute expression. 

D'un autre c6te, considerons une portion de cette 
somme correspondant k une s6rie de valeurs de x pour 
lesquelles, en vertu de la seconde condition, la fonction 
reste de mfime signe dans I'intervalle, par exemple con- 

( ' ) Ces conditions sont la reproduction textuelle de celles qui con- 
viennent aux limites de rapport (17). Elles sont toujours lacons^- 
'luence directe de la continuity de la fonction. 
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stamment positive. Soit a la plus petite des valeiirs posi- 
tives de la fonction. Si x varie de la quantity flnie h, la 
portion de somme dont il s'agit sera plus grande que ah\ 
et, comme elle n'est pas inflnie, elle converge vers une 

• 

certaine valeur positive. Pour une autre portion de la 
somme correspondant k des valeurs de x qui rendent la 
fonction constamment negative, la valeur convergera vers 
une certaine quantite negative ; et ainsi de suite. En sorte 
que la limite vers laquelle convergera la somme totale sera 
6gale k lasonmie algebrique d'un certain nombre de quan- 
tites positives et negatives; ce qui represente Men une 
limite flnie : car cette somme algebrique ne pourrait evi- 
demment Stre nulle que dans un cas tres particulier. 
La somme 'lf[x] ^x ayant toujours une limite flnie, on 

represente cette limite par le signe particulier / ? en haut 

et en bas duquel on indique les valeurs extremes attribuees 
k la variable. Ainsi la limite de 2 f[x] Aa;, quand la somme 
est prise depuis x jusqu*^ Xn-. est representee par 



' f[x] A.T. 

X 



Cette somme limite s'appelle integrale (du mot latin inte- 
gra)f parce qu*on la considere comme Ventier dont f[x]^oc 
est une partie infiniment petite. 

Nous devons faire, au sujet de cette demonstration, 
une remarque semblable h celle du n** 17. Ge qui precede 
prouve bien que la somme ^f[x] Aa? a une limite flnie, 
mais ne prouve nullement que cette limite soit expri- 
mable analytiquement , et, k plus forte raison, qu'on 
sache la trouver. Pour justifier une pareille conclusion, il 
faudrait prealablement montrer, comme pour la diffe- 
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rentiation, qu'en soumettant k des proc6d6s de calcul 
r6guliers Ics termes /"(a?) Aa?, on en deduit toujours une 
expression analytique qui satisfait h la condition d'etre la 
limite vers laquelle converge la somme de ces termes. Or, 
malheureusement, comme nous le verrons plus tard, on 
est fort loin d'un semblable r6suUat. 



CHAPITRE XIV. 



THfiORfeME FONDAMENTAL SUR LES INTfiGRALES. 



38. Le calcul des int6grales est fonde sur cette pro- 
position remarquable : 

Si Von connaissait une fonction qui eut pour derivee ta 

fonction qui figure dans les termes de la somme dont on cherche 

la limite, Vaccroissement que prendrait cette fonction^ en attri- 

huant a x les deux valeurs extremes qu'elle recoit dans la 

somme y serait precisiment egal a la limite cherchee, 

Ainsi, je dis que si F(a?) est une fonction telle que sa 
derivee F'(x) soit 6gale k f[x]^ qui figure dans les termes 

de la somme 2 f[x) Aa;, on aura 



Y[Xn]-'P[x]=^^''f[x]^X. 

J X 



Supposons en efifetqne dans la fonction F{ a?) on donne a la 
variable les accroissements successifs Ao?, Aa;2, Aa?3, . . . , Aa;„, 
correspondant respectivement aux valeurs a?, x^^ 073, ... , Xn^ 
de telle sorte qu'on ait 

0*2 = a? 4- Ax, iTj = d-2 -+- Axj , ..., j:„ — ojrt-, -h A.r,;-r, 
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la fonction F(x) recevra des accroissements en conse- 
quence, que je d^signe par /c, kt, A3, ... , An. 

Nous Savons d*une maniere generale que Taccroissement 
d'une fonction est ^gal au produit de I'accroissement de la 
variable par la d^rivee augment^e d'une quantite inflni- 
ment petite. On aura cette serie de relations : 

k =[¥'{x) -+-« ]lx, 

ki =: [F'(Xi) -+- Kj] ^Xi, 



kn = [F'{Xn) -ha«]Aa;«. 



Or, d'aprfes Thypothese faite en commengant, la fonction F(x) 
a pour d^rivee f(x). On peut done substituer /"(a?) k¥'(x) 
dans toutes ces relations, qui deviennent 

k — [f[x) -h a]lx, 
ki = [f(Xi] -h a.JAiCs,. . 

1^i — [f(0C^)-^OL3]\X3, 



kn = [f{Xn)-^^n]^n' 



Si on les ajoute membre k membre, la somme des pre- 
miers membres representera Taccroissement total de la fonc- 
tion Y(x) lorsqu'on passe de la valeur initiale a; ^ la valeur 
finale Xn -h Ax^ : elle sera done ^gale aF(a7;i -h ^Xn) — F(a;). 
Quant h la somme des seconds membres, elle se composera 
de deux parties : Tune, formee des termes 

f(x) \X -H fiXt) AXs -!-...-+- f(Xn) AX„ , 

est la somme meme dont il s'agit de calculei* la limite ; 
Tautre peut 6tre designee par 2a ^x. On a, en consequence, 

¥(Xn -h Aa?„ ) — ¥(x) 1= 2 f(x) A.c n- 2a Aa;. 

De Freycinet. — Anal, infin^ 7 
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Si je fais decroitre Ao? indeflniment, le premier membre 
aura pour limite F(.t«) — F(a?). Le premier terme du 

f(x) Air; et je dis 

_ 

que la limite de 2 a Ax est z6ro. En effet, soit e la plus 
grande des quantit6s «, aj, «», . . ., a^,. La somme2«Air 
sera moindre que celle qu'on obtiendrait en remplagant 
partout a, Kj, tta, . . . par e. Elle sera done moindre que 
£ A^r -4- 6 AiFj -+- £ AoTa 4- . . . -h e Ad?„ , ou que eS Aa?, ou enfin 
que e(x„ — x-h ^x„). Or, la quantity entre parentheses a 
pour limite Xn — x, grandeur flnie , absolument inde- 
pendante de la valeur des accroissements. Au contraire, 
e converge vers z6ro en mfime temps que ces derniers. Cela 
resulte de ce que chacune des quantit6s or, a,, as, ...,.«« 
tend vers z6ro lorsque I'accroissement correspondant de 
la variable diminue indeflniment (19). En r6sum6, la 
somme 2a A.t a pour limite z^ro, et Ton d6duit 



¥(xn)—F{x] = ( "f{T)dx, 

Jx 



en ecrivant dx au lieu de Ao-, ainsi qu'on Ta fait au n° 19, 
l)Our la plus grande sym6trie des formules. 



I 



CHAPITRE XV. 



INTtGRALES DfiFINIES ET INDfiFINIES. — REPRESENTATION 

GfeOMfiTRIQUE. 



I La recherche de la limite d'une somme est ainsi 
ramenee k la recherche d*une fonction qui ait pour d^rivee 
la fonction qui figure dans les termes de la somme. La 
fonction une fois trouv6e, il ne reste plus qu'i y substituer 
les deux valeurs extremes de a; et i prendre la difference. 
Gette derniere partie de I'operation est tout k fait secon- 
daire, comme difflculte de calcul, k cdt6 de la recherche 
meme de la fonction. Aussi est-ce a cette recherche qu'on 
pent restreindre le Galcul integral proprement dit (*). On 
nomme fonction integrale ou integrale indefinie, ou plus 
simplement integrale y la fonction qui a pour d^riv^e la fonc- 
tion donn6e. On nomme integrale definie la difference obte- 
nue en substituant dans Tint^grale ind^finie les deux 



( ' ) Les operations compl^mentaires, consistant k remplacer la va- 
riable par les valeurs extremes et k prendre la difference, sont ^vi- 
demment du ressort de I'Alg^bre ordinaire, et n'ont rien de commun 
avec les proc^d^s propres au Galcul infinitesimal. 
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valeurs extremes de la variable ; ces deux valours extremes 
s'appellent les limites de Tintegrale (*). 

L'integrale indefinie n'a done pas la signification en 
quelque sorte concrete de Tint^grale d6finie : elle ne i*e- 
pr^sente pas une grandeur determin^e, comme est la limite 
d'une somme de termes. Elle n'exprime qu'une relation 
algebrique, qui consiste en ceci : que la fonction integrale 
ait pour derivee la fonction donnee. On designe dans les 

formules cette integrale par le meme symbole / que les 

int^grales d6finies ; seulement il n'y a pas de valeurs ex- 
tremes h indiquer. Ainsi la relation 

Y[x) = ff(x] dx 

signifle simplement que ¥{x) a pour derivee {f)x on pour 
diff^rentielle f(x) dx. 

II suit de Ik que le signe de I'int^gration indSfinie et 
celui de la diUerentiation se detruisent reciproquement; 

si hien que d f f{x)dx ne signifie pas autre chose que 

f(x]dx. Car prendre la differ en tielle de I f(x)dx ou de 

F(a?), c'est prendre la quantite f(x] dx^ puisque, par hypo- 
these, ¥{x) est la fonction qui a f(x) pour derivee ou 

f{x)dx pour differentielle. De meme I dF{x) repr^sente 

exactement ¥(x], car prendre Tint^grale de dF{x) ou de 
f{x) dx^ c'est prendre la fonction F(ir) elle-mcme. 

(*) 11 faut avoir bien soin de ne pas confondre Tacception donnee 
ici au mot limite avec celle que nous lui avons donn6e jusqu'a 
present. Les limites d'une integrale sont les valeurs d^termin^es entre 
lesquelles est form^e la somme qu'on se propose de calculer. 
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Le Calcul integral nous apparait done comme reciproque 
du Calcul difKrentiel. C'est un r^sultat bien remarquable et 
qu'il etait permis de ne pas entrevoir dfes le d^but, car il 
n'est pas Evident, a priori, que la limite d*une somme de 
termes de la forme f(x] dx est exprim^e par la difference 
des valeurs de la fonction qui a /"(a?) pour deriv^e. 

dx est susceptible d'une re- 

_ 

presentation geom^trique. 

Construisons la courbe AMB (fig, 2) qui a pour equa- 
tion y = f(x). Soit OC la valeur initiale x de la variable, 

Fig. 2. 



B 



/ 




/ 



M 







II 



P' 



et soit OD sa valeur finale Xn. Je dis que I'integrale definie 
sera representee par la surface curviligne ABDC com- 
prise entre la courbe, I'axe des abscisses et les ordonnees 
extremes AC, BD. 

En eflFet, decomposons la surface en bandes telles que 
MM'PP', au moyen d'ordonnees menees par les divers 
points de la base correspondant aux accroissements 
Ao;, Aojj, . . ., Aa7„_i de la variable. Si Ton mfene MH 
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parallele k OX, le rectangle MHPP' est egal k MP ou 
f(x)^ multiplie par raccroissement PP'. La aomme de 
tous les rectangles ainsi fonn6s, qui a pour expression 
2/*(a?) \x, converge vers la surface ABDC (*], h mesure que 
chacun des accroissements diminue indeflniment (*). 

Les integrales ind6finies ne sont evidemment pas suscep- 
tibles de la meme interpretation, puisque rien, dans leur 
expression, ne limite la surface qu'elles devraient repre- 
senter. Toutefois, on pent les ramener aux integrates de- 
finies, en imaginant que la valeur initiale de la variable est 
telle que la fonction int6grale est nuUe pour cette valeur, 
et que la valeur finale garde Texpression indeterminee x. 
Dans cette hypothese, et en d^signant par Xo la valeur ini- 

tiale, rintegrale d^finie / f{x]dx^ ou Y[x] — l^[Xo], se re- 

duit k F(a7), c'est-k-dire k I'integrale indefinie elle-m§me. 
Quant k la quantite a^o, elle pent fort bien etre purement 
imaginaire, puisque Tequation F{a;) = o n'a pas necessai- 
rement une racine reelle. 

( * ) G'est la consequence de ce que la somme des parties telles que 
MHM' converge vers z6ro. Nous ne nous occupons pas ici d'^tablir 
rigoureusement ce dernier point, qui, du reste, semble assez Evi- 
dent de lui-meme, parce que c'est un cas tr^s particulier d'une pro- 
position beaucoup plus g^n^rale que nous d6montrerons plus loin. 

(*) On s'appuie assez souvent sur cette representation geometrique 
pour d6montrer Texistence de I'integrale de toute fonction d'une 
seule variable. Mais ce n'est point 1^ une veritable demonstration; 
car la construction mSme de la figure suppose implicitement que la 
fonction donnee satisfait aux conditions qui servent de base au rai- 
sonnement du n* 37. Que deviendrait, par exemple, la surface qui 
doit repr6senter I'integrale, si la fonction et par suite I'ordonnee de 
la courbe pouvaient devenir infinies pour certaines valeurs de la 
variable? Nous avons done k reproduire les mdmes objections qui 
nous ont fait repousser la demonstration analogue pour Texistence 
de la derivee. 



CHAPITRE XVL 



RECHERCHE DES INltGRALES : NATURE DU PROBLtlME. 



41. En resume, la recherche des limites de somme se 
reduit k ce problfeme algebrique : 

Etant donnee une fonction quelconque d'une settle variable^ 
trouver une autre fonction qui ait pour derivee la fonction 
donnee. 

On a sans doute remarque deji que le probleme, pose 
en ces termes, est necessairement indetermin6 ; car lors- 
qu'on a trouve une fonction qui satisfait k la condition que 
sa derivee soit 6gale k la fonction donnee, il est bien evi- 
dent que cette mSme fonction, augment^e d'une quantite 
constante quelconque, satisfera encore k la mSme condi- 
tion, puisque la d^riv^e ne changera pas de valeur par 
suite de cette addition. G'est pourquoi on ecrit dans les 
formules 



/ 



f(x)dx=:F(x)-^i:, 



G designant une constante arbitraire. 



L 
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Gelle conslanle disparait toujours lorsqu'on fixe les li- 
mites de I'int^grale, ou, en d'autres termes, lorsqu'il s'agit 
d'une int^grale definie; car la valeur de cette derniere 
resultant de la soustraction operee entre deux valeurs par- 
ticulieres de I'integrale ind6finie, la constante arbitraire 
disparait dans la difKrence ainsi formee. 

La fixation d'une seule des deux limites suffit mfeme pour 
faire 6vanouir la constante, puisqu*on a encore k operer une 
soustraction entre la valeur g^nerale et la valeur particu- 
liere de Tintegrale. 

^11 n'existe aucun proc6d6 pour trouver directement une 
fonction integrale, c'est-^-dire pour remonter, par une 
succession d' operations regulieres et assurees, d'une fonc- 
tion donnee k une autre qui ait celle-lk pour derivee. On 
en est r6duit a une sorte de recherche de Tables , qui con- 
siste k voir quelle est. parmi les fonctions dont on a forme 
les derivees dans le Calcul diff^renliel, celle qui a pour de- 
rivee la fonction donnee. Sous ce rapport, on n'est pas plus 
avanc6 que si, le procede r6gulier de la division etant in- 
connu, il fallait, pour obtenir le quotient d'un nombre par 
un autre, rechercher dans une table de Pythagore, suffl- 
samment etendue, le produit et le facteur donnes, pour en 
deduire le quotient, qui serait 1' autre facteur porte k la 
table. 

Lorsque cette premiere investigation n'aboutit pas, — et 
c'est ce qui arrive ordinairement, — on a recours k des ar- 
tifices plus ou moins compliques, pour ramener la fonction 
donnee a une forme qui permette de discerner le lien avec 
des integrales connues. 



CHAPITRE XVII. 



L\TfeGRATION IMMEDIATE A L'AIDE DES DIFF^RENTIELLES 

DES FONCTIONS SIMPLES. 



42. On obtient une premiere serie d'integrales , tres 
utiles en bien des cas, au moyen des differentielles des 
fonctions simples (25). Le proc6de g6n6ral pour remon- 
ter aux integrates est bas6 sur ce double principe : 1° que 
la differentiation et Fintegration portant sur la m6me 
quantite se d^truisent r6ciproquement; 2^* que les facteurs 
constants qui multiplient les fonctions peuvent Stre mis 
hors du signe d'int6gration comme hors du signe de diffe- 
rentiation (*), 

Soit, comme exemple de I'application de ce procede, la 
diiferentielle de la huitieme fonction simple : 

d log a? — —^- dx. 
° X 

(') Je dis qu'on a 

faf{x) dx — affix ) dx. 

Pour s'en convaincre, il suffit de diff^rentier les deux quantit^s. On 
trouve, de part et d'autre, la meme valeur a f{x)dx. 
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Si Ton integre les deux membres, il vient 



logaji^loge/ ~; 



d'oii 

'dx losx 



/?- 



loge; 
C'est ainsi qu'on forme le Tableau suivant 

dx^=zx^ 



■f' 
f 



— dx ^^ — X, 



I adx^=^ ax, 

x'^ dx — 7 

a 4-1 



/« 



la 



dx logx 



rilx_ 
J X ~\oge ' 

I cosxdx^=^inx, 

/; 



dx 

— arc sin.r. 



\/[—x 

A chacun des seconds membres on doit ajouter une con- 
stante arbitraire -(41). 

Dans ce Tableau ne figurent pas les int^grales deduites 
des differentielles de la quatrieme et de la sixifeme fonc- 
tion simple : Tune de ces integrales est d'un interet se- 
condaire, et Tautj^e rentre evidemment dans celle qui so 
rapporte k la cinquifeme fonction simple. 



CHAPITRE XVIII. 



INTEGRATION MEDIATE. — PROPOSITIONS DIVERSES 
POUR FACILITER L'INTfiGRATION. 



43. Quand on ne peut pas, malgre la connaissance a 
priori d'un certain nombre d'int^grales, discerner quelle 
est la fonction qui a pour derivee la fonction donnee, il 
faiU, avons-nous dit, recourir k des procedes plus ou moins 
indirects pour mettre en Evidence Ja filiation. Geux dont 
on fait usage sont trfes nombreux — ce qui, remarquons-le 
en passant, prouve leur insuffisance. — Nous nous borne- 
rons h citer les principales regies suivies. 

1° L'integrale d'une somme de fonctions est egale h la 
somme des integrates de ces fonctions. 

Pour verifier la relation 

I [u-hv-^ z -^ . . .) dx ^=^ I icdx -+• I V dx -h I z dx -h , . ,^ 

il sufflt de prendre la differentielle des deux membres. On 
retrouve de part et d'autre la meme quantite. 
2^ L'integrale du produit d'une fonction par une con* 
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stante est egale au produit de la constante par rint^grale 
de la fonction. 

C'est le principe sur lequel nous nous sommes appuyes 
pour calculer les int6grales simples. 

3^ Integration par parties, — On d6signe sous ce nom 
le principe suivant : 

Soient u et v deux fonctions de x. Je dis qu'on a 



/ II dv = «r — / vdu. 



II suffit encore, pour le verifier, de difFerentier les deux 
membres de cette relation. 

Par ce proc6d6 on remplace, sous le signe d'int^gration, 
la differentielle d'une fonction par celle d'une autre fonc- 
tion. On concoit les avantages qu'on en pent retirer. II 
arrive, par exemple, que, tandis que udv a une forme qu'on 
ne salt pas integrer, le produit vdu, qui est d'une forme 
toute differente, est susceptible d'integration. 

A"* Integration par variables auxiliaires. — G'est un expedient 
analogue a celui qu'on emploie dans la differentiation. 
On designe par des variables auxiliaires certaines combi- 
naisons de la variable primitive, et Ton parvient ainsi a 
mettre en evidence des formes de fonctions qui rentrent 
dans les int6grales d6ji connues. 

Soit, par exemple, h. calculer 



/ 



dx 



v/1 — (a.4-.T)^ 



Posons a-^x^=^y, d'oii dx=:dy, L'integrale prend la 
forme 

dy , 
s/\-y'' 



/, 
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or, on sait que sa valeur est 6gale k arc sini/, et, par suite, 
a arc sin (a-h x). 

5" Integration par serie, — . Ce moyen, d'une application 
tres generale, a pour but de donner par approximation les 
integrates qu'on ne sait pas calculer exactement. On d^ve- 
loppe, d'apres la s^rie de Maclaurin, la fonction k integrer, 
toutes les fois que la forme de cette fonction est telle (ou 
pent etre rendue telle) que la serie soit convergente. L'in- 

dx est ainsi ramen^e aux suivantes : 



tegrale j f(x) 



ff{o)dx H- Cf'(o) xdx-^ Cf"[o] -j^ dji 



Ces integrales n'offrent aucune difficult^, car les multipli- 
cateurs/'(o), f'[ o), f'[o] , . . . etant des quantites constantes, 
tout se reduit k integrer une puissance quelconque de la 
variable. 

Mais si ce precede est d^un effet assure, il n'en a pas 
moins deux inconv^nients majeurs : le premier, d'etre d'un 
emploi tres laborieux ; le second, de ne fournir qu'une va- 
leur approximative de I'int^grale, et, par suite, de ne pas 
en donner la veritable expression analytique. Ce dernier 
defaut peut Stre tout k fait capital dans certaines recher- 
ches, ou ce qu'on a besoin de connaitre c'est moins la 
valeur en quelque sorte arithmetique de Tintegrale que la 
forme de sa fonction. 

L'integration par serie constitue une solution de mSme 
nature que celle que fournit en Algebre la th6orie connue 
sous le nom de resolution numirique des equations. 

Nous n'insisterons pas davantage sur les divers precedes 
niis en oeuvre pour le calcul des integrales. Le nombre en 
est en quelque sorte indefini, et Ton peut dire que chaque 
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geomfetre a les siens propres, ou du moins emploie de pre- 
ference certains d'entre eux, mieux appropries k la tour- 
nure de son esprit. C'est ainei que le catalogue des int^- 
grales s'enrichit de jour en jour, sans que la science gen6rale 
fasse aucun progrfes. Ce qui caractMse Tintegration, avec 
nos moyens actuels, c'est proprement d'6tre une operation 
par t&tonnements. 



CHAPITRE XIX. 



INTfiGRALES DE DIVERS ORDRES. 
INTfeGRALES PRISES SUGCESSIVEMENT PAR RAPPORT 

A PLUSIEURS VARIABLES. 



44. De m6me qu'on distingue les differentielles et les 
derivees de divers ordres, nous devons distinguer 6gale- 
ment les integrales de divers ordres. 

On nomme integrale dii. second ordre ou integrate double 
(cette derniere expression a pr^valu) la fonction qui a 
pour deriv6e Tint^grale du premier ordre ou I'integrale 
simple. 

L'int^grale triple est I'integrale simple de I'integrale 
double. D'une maniere generale Tintegrale n'*™* est Tinte- 
grale simple de I'integrale n — l'*™«. 

Soient F(a?), Fj(a?), Falx), . . .les integrales simple, double, 
triple, etc., de la fonction /"(.r). Les definitions qui pr^- 



1 
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cedent s'expriment ainsi : 



f(x) — Cf[x]dx\ 



F,(a?) = 



(x]= fF{x)dx^- Cd Cf{x)dx ou f ff(x)dx^: 
Fz(x) ~ JFi ( x) dx — fdx jdx ff[x] dx OM f f ff[x) dx'] 

On remarquera que dans cette notation nous regardons 
I dx I f[x]dx et / I f(x)dx^ comme parfaitement syno- 

nymes. En effet, la premifere integration I f[x)dx^ qui 

fournit la valeur de F(a;), devant Stre effectuee sans se 
preoccuper du nouveau multiplicateur dx introduit par la 
deuxieme integration, on peut regarder ce multiplicateur 
comme constant par rapport a la premiere integration, 

et, dfes lors, le faire passer sous le signe / , ou le laisser 

en dehors de ce signe, k volonte. 

II resulte encore des definitions adoptees, tant pour les 
int^grales que pour les difKrentielles, qu'on peut 6crire 

dY[x) d^YAx) d^¥z{x) 



f(x]--= 



dx dx^ dx^ 



On peut ecrire aussii d'apres la demonstration donn^e 
au n° 32, 

/(x)=:lim--^=-lim-^^^=lim^^3- = .... 

Les integrales des divers ordres sont ou indefinies, 
comme nous venous de le supposer, ou definieSy c'est-i-dire 
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ayant chacune leurs limites inf^rieure et superieure. Dans 
ce dernier cas. il est visible que Tint^grale double peut 
etre figur^e geom^triquement par le volume d'un prisme 
droit, ayant pour base la surface curviligne qui represente 
rintegrale simple et pour hauteur la diffi^rence des limites 
de la seconde int^grale. 

Quant aux int^grales superieures, elles ne sent pas sus- 
ceptibles d'une interpretation g^om^trique. 

On distingue enfin les int^grales prises successivement par 
rapport a diverses variables, chacune de ces variables 6tant 
consid^r^e k son tour comme seule variable pendant que 
les autres sent consid^r^es comme des quantites constantes. 

Ces integrations sent I'objet d'un th^orfeme semblable h 
celui qui termine le n° 34, h savoir : 

Le resultat final de plusieurs intigraHons successives reste le 
mme, quel que soil I'ordre des inUgrations, 

Ainsi je dis qu'on a 

jdy jf[x, y)dx~jdx jf[x, y]dy. 

Soit F(x, y] la fonction resultant des integrations indi- 
quees au premier membre, et 0(a?, y] celle qui r^sulte des 
integrations indiquees au second. Si je differentie Y[Xy y] 
successivement par rapport k y Qi k x, je retombe sur la 
fonction donn^e /"(x, y), en sorte que j'ai 

fix, y] =^ -7 — T-* 
'^ ' ^' dydx 

Si je differentie 0(a;, y) dans un ordre inverse, c*est-i- 
dire, d'abord par rapport ^ a? et ensuite par rapport k t/, je 
retombe ^galem^nt sur f{x, i/), et dfes lors j'obtiens 

fix, y] — , , ' 
' ^ ' ^ dxdy 

De Freycinet. — Anal, infin. 8 
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Ten conclus 



Or le r^ultat de deux differentiations successives n'est pas 
change quel que soit I'ordre des differentiations ; done 



dy dx dy dx 
et par suite 

¥[x,y — ^.x, y. 

Ce theoreme s'etendrait facilement a un nombre quel- 
conque dlntegrations. 

La differentiation et Tintegration sont, comme nous 
avons dit, deux operations inverses, qui se detniisent reci- 
proquement. II n'en est plus ainsi quand elles sont effec- 
tu^es par rapport k des variables differentes. Dans ce cas 
chaque operation garde sa valeur, mais on peut inter- 
vertir I'ordre dans lequel elles doivent avoir lieu, c'est-k- 
dire qu'on a 



d ff(x, y)dx __ rdfix, y] 
dy ~J dy 



En effet, diff^rentions les deux membres par rapport 

k x: le second membre devient immediatement ' , ' ^ ? 

dy 

puisque la differentiation et Tint^gration, par rapport k la 

mfime variable, se d^truisent. Quant au premier membre, 

on peut intervertir Tordre des deux differentiations, et il 

devient j- \j — ^ quantite qm se r6duit aussi 

^ df(x,y] 
dy * 
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Les integrales d^finies sont ^galement Tobjet de theo- 
remes interessants. On demontre, par exemple, que la 
derivee d'une integrals d6flnie, prise par rapport k Tune 
des deux limites (consideree comme une variable), s'ob- 
tient en substituant simplement la limite k la variable in- 
dependante, dans la fonction qui figure sous le signe 
d'integration, etc. Mais Texamen de ces diverses proposi- 
tions nous entralnerait hors des bornes de cette 6tude. 



CHAPITRE XX. 



INTEGRATION DES FONCTIONS IMPUOTES OU DES EQUATIONS 

DIFFfiRENTIELLES. 



45. Les precedes d'integration indiques ci-dessus sup- 
posent que requation qui assigne la valeur de la quan- 
tite incQnnue est une equation explicite, de la forme 
dy=zf(x)dx', en d'autres termes, la fonction ^ integrer 
est cens^e Stre une fonction de x seulement. 

Mais de mfime que dans le Calcul difFerentiel nous avons 
ele conduits h examiner des equations implicites ou non 
resolues par rapport k la variable dependante, de la forme 
f(x^ y) ==0, de mfime, pour concevoir le Calcul integral 
dans toute sa g^n6ralit6, il faut envisager des equations 
dans lesquelles la differentielle dy ne puisse pas etre de- 
gagee ostensiblement, et ou elle setrouve, au contraire, 
combinee d'une maniere quelconque avec la variable inde- 
pendante et mSme avec la fonction qu'il s'agit de trouver. 
De sorte qu'on a k traiter des equations de la forme 

f(x,y,%)=o. 



GALCUL INFINITESIMAL. 117 

La separation de ce nouveau cas est mSme bien plus 
marquee, relativement k Tint^gration , que la separation 
analogue pour la diflKrentiation (*). «Dans leCalcul diffe- 
» rentiel, en eflfet, cette distinction ne repose, comme nous 
» I'avons vu, que sur TextrSme imperfection de TAnalyse 
)» ordinaire ('). Mais, au contraire, il est ais6 de voir que, 
n quand mSme toutes les Equations seraient r6solues alge- 
» briquement, les Equations difKrentielles n'en constitue- 
» raient pas moins un cas d'int6gration tout k fait dis- 
» tinct de celui que pr6sentent les formules difFerentielles 
»' explicites ; car, en se bornant, par exemple, au premier 
» ordre et h une fonction unique y d'une seule variable a?, 
') pour plus de simplicite, si Ton suppose resolue, par rap- 

» port h ~> une Equation difF^rentielle quelconque entre 

» a?, y et -1^ ) Texpression de la fonction d6riv6e se trou- 

» vant alors contenir g^neralement la fonction primitive 
» elle-mSme qui est Tobjet de la recherche, la question 
» d'integration n'aurait nullement change de nature, et la 
» solution n'aurait r^ellement fait d'autre progres que 
' » d'avoir amene T^quation diflFerentielle propos6e h ne plus 
» etre que du premier degr6, relativement k la fonction 
» derivee, ce qui est en soi de peu d'importance. La difife- 
» rentielle n'en serait done pas moins determinee d'une 
» manifere k peu prfes aussi implicite qu'auparavant, sous 

(*) Le passage qui suit est emprunt^ k la Philosophie positive 
de M. Auguste Gomte (t. !•% p. 206 et suiv.). Nous avons cru 
devoir reproduire in extenso des considerations auxquelles on sup- 
pl^erait difficilement. 

[*) En effet, si Ton savait r^soudre une Equation queiconque, on 
ram^nerait toutes les fonctions implicites k Stre explicites, et il se-> 
rait, d^s lors, inutile d'en faire la distinction pour la recherche des 
diff^rentielles. 
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n le rapport de rintegration, qui continuerait k presenter 
» essentiellement la mSme difficulte caracteristique. La 
» resolution algebrique des equations ne pourrait faire 
)i rentier le cas que nous considerons dans la simple 
« integration des differentielles explicites , que dans les 
» occasions tres particulieres ou Inequation differentielle 
» proposee ne contiendrait point la fonction primitive 
>» elle-meme, ce qui permettrait, par consequent, en la 

» resolvant, de trouver ^ en fonction de x seulement, et 
' dx ' 

de reduire ainsi la question aux quadratures (integrales 

» simple§). 

» La consideration que je viens d'indiquer pour les 
» equations differentielles lea plus simples aurait evidem- 
') ment encore plus d'importance pour celles des ordres 
') superieurs, ou qui contiendraient simultanement diverses 
» fonctions de plusieurs variables independantes. Ainsi, 
f) rintegration des differentielles qui ne sont determinees 
» qu'implicitement constitue, par sa nature et sans aucun 
y^ egard k I'etat de TAlgebre, un cas entierement distinct 
» de celui relatif aux differentielles explicitement expri- 
» mees en fonction des variables independantes. L'inte- 
» gration des Equations differentielles est done necessai- 
» rement plus compliquee que celle des differentielles 
^) explicites, par Telaboration desquelles le Galcul integral 
)) a pris naissance, et dont ensuite on s*est efforce de faire, 
» autant que possible, dependre les autres. Tons les divers 
» procedes analy tiques proposes jusqu*ici pour integrer les 
)) equations differentielles, soit la separation des variables, 
» soit la methode des multiplicateurs, etc, ont, en effet, 
')) pour but de ramener ces integrations a celle des for- 
» mules differentielles, la seule qui, par sa nature, puisse 
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• etre entreprise directement. Malheureusement, quel que 
n imparfaite que soit jusqu'ici cette base necessaire de 
» tout le Galcul integral, Tart d'y reduire Tintegration des 
» equations differentielles est encore bien moins avance. » 
Ges reflexions nous dispensent d'insister davantage sur 
la theorie des Equations differentielles. Le but de cet essai 
n'est pas, nous Tavons dit, d*exposer dogmatiquement 
TAnalyse infinitesimale, mais d*en faire ressortir Tesprit 
et la portee. Sous ce rapport, T^tude des equations diffe- 
rentielles n'ajouterait rien k ce que montrent le Galcul 
differentiel et le Galcul integral, restreints aux limites que 
nous nous sommes assignees. C'est dans les operations fon- 
damentales de ces calculs, envisagees dans leur simplicite 
primitive, qu'on saisit le mieux le veritable esprit de la 
science elle-meme. Aussi, quand nous traiterons de la Me- 
thode infinitesimale, nous raisonnerons habituellement 
comme si les questions etaient ramen^es au cas elftmen- 
taire de la recherche d'une derivee ou d'une integrale de 
fonction d'une seule variable. 



CALCUL DES VARIATIONS. 



CHAPITRE XXI. 



GONSIDfiRATIONS G£n£RALES SUR LE CALCUL 

DES VARIATIONS. 



46. Pour terminer cette exposition sommaire du Calcul 
infinitesimal, il convient de dire quelques mots du Calcul 
des variations, cree*parLagriange. 

Cette nouvelle et importante branche des Mathematiques 
n'est pas, quoi qu'on en ait dit, un calcul hypertranscen- 
dant, distinct des Calculs differentiel et integral. C'est, 
comme le fait remarquer judicieusement M. Cournot (^), 
« une elegante application des principes dn Calcul diffe- 
» rentiel aux fonctions renfermees sous un signe de qua- 
» drature (integration). » 

Le but de cette invention a et6 de fournir des procedes 
reguliers pour resoudre certaines questions de maximum 
et de minimum qui echappent au Calcul infinitesimal pro- 
prement dit. 

Dans les questions ordinaires de maximum et de mi- 

(* ) TraiU 4lementaire de la thiorie des fonctions ( t. !•% p. 9 ). 
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nimum. on se propose generalement de trouver la valeur 
de la variable qui fait prendre k la fonction une valeur 
plus grande ou.plus petite que celle qui resulterait d'une 
fixation un peu differente de cette variable. Quant a la' na- 

m 

ture meme de la fonction, elle est supposee connue, je 
veux dire par 1^ qu'on sait de quelle maniere la fonction 
est composee avec la variable. Le Calcul differentiel fournit 
immediatement la solution, en montrant que la valeur 
cherch6e de la variable est celle qui annule la d^rivee de 
la fonction (21). 

Mais on pent se proposer certaines questions pour les- 
quelles la fonction meme est inconnue : lorsqu'on demande, 
par exemj)le, de trouver Tequation de la courbe dont la 
longueur comprise entre deux points donnes sur une sur- 
face est un minimum ; ou lorsqu'on demande quelle est la 
courbe que devrait suivre un mobile soUicite par la pe- 
santeur pour parvenir d*un point k un autre dans le 
moindre temps possible ; ou encore lorsqu'on cherche la 
courbe fermee qui, sous une longueur donnee, circonscrit 
la plus grande surface, etc., etc. Dans ces questions et 
dans une foule d'autres du meme genre, la ressource habi- 
tuelle du Calcul differentiel fait defaut, puisque, la fonc- 
tion primitive elle-meme etant inconnue, on n'en pent 
connaitre la derivee et par suite decouvrir la valeur de 
la variable susceptible de Tannuler, Mais si Ton procede 
a la mise en equations, sans se preoccuper des diffl- 
cultes ulterieures que nous venons de signaler, on est uni- 
formement conduit, dans chaque cas, a une integrate 
d^flnie (*) qui porte sur la fonction qull s'agit de deter- 
miner. Quant aux limites de I'integrale, elles sont tant6t 

(') Celle qui exprime soit la longueur de la courbe, soit la dur^e 
de la descente du mobile, soit Taire inscrite, etc. 
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connues directeraent (lorsqu'il est question, par exemple, 
d une courbe qui doit etre comprise entre deux points don- 
nes). tant6t connues indirectement (comme dansle dernier 
probleme cite, ou les limites resultent implicitement de ce 
que le perimetre a une longueur determinee). 

47. G'est k de semblables recherches que s*applique le 
Calcul des variations. 

Pour en faire comprendre Tesprit, reprenons une des 
questions precedentes, ou la fonction inconnue represente 
Tordonnee d'une certaine courbe dont la longueur doit 
etre un minimum. 

Si le probleme etait resolu, il est visible qu'en modifiant 
la fonction d'une maniere quelconque, on obtiendrait une 
autre courbe, distincte de la courbe de solution, et dont la 
longueur serait forcement plus grande,puisque, par hypo- 
these, la premiere est un minimum. La manifestation de ce 
minimum est done que la difference entre la longueur dela 
courbe, deduite de I'equation modifiee, et la longueur de- 
duite de I'equation primitive, est constamment positive, 
quelles que soient la nature et I'importance de la modifi- 
cation operee. Telle est la condition qull faut exprimer 
algebriquement. 

Pour y parvenir, remarquons que la modification pouvant 
etre produite d'une maniere absolument quelconque, rien 
n'empeche d'adopter un mode uniforme, consistant, par 
exemple, k faire varier un des parametres de la fonction. 
Ainsi, dans Tequation d*une ellipse, on pourrait faire varier 
Tun des axes ou Texcentricite ; dans celle d'une parabole. 
la distance focale, etc., etc. 

Des lors, pour une meme valeur de la variable inde- 
pendante, la fonction prendra des accroissements en rap- 
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port avec les accroissements du parametre; tout comme si 
ce parametre constituait la variable independante, et que 
les autres quantit^s fussent les constantes. 

La portion principale de raccroissement de la fonction 
(correspondant h la differ entielle dans le cas ordinaire) 
se nomme la variation de la fonction, et s'obtient par une 
differentiation, eflfectuee d'apres les proc6d6s usuels, mais 
par rapport au parametre ainsi choisi. 

Comme nous verrons bientdt (49) que le signe de 
raccroissement est determine par celui de la variation, 
nous sommes amenes a calculer la valeur de la variation 
de rintegrale definie, quand on suppose que la fonction 
inconnue, qui figure dans son expression, subit elle-mSme 
une certaine variation correspondant h une modification 
donnee. 

C*est un probleme de meme nature, quoique incompa- 
rablement plus difficile, que celui-ci, qu'on r6sout dans le 
Calcul differentiel : Etant supposes connue la differentielle d*une 
fonction, trouver la differentielle d'une fonction de cette fonc- 
tion. 

48. La determination de la variation de Tintegrale 
definie s'effectue par des procedes reguliers qui constituent 
la partie fondamentale du Calcul des variations, et dont la 
possibilit6 theorique ne souleve evidemment aucune ob- 
jection. Quant au detail meme des calculs, les limites dece 
travail ne nous permettent pas de nous y arrSter, et nous 
sommes oblige de renvoyer aux Trait^s speciaux sur la 
matiere. Nous nous bornerons k retracer succinctement les 
principales regies sur lesquelles on s'appuie. 

1^ On pent intervertir Vordre de la differentiation et de la 
variation. 






CALCUL INFINITESIMAL. 1^5 

Ainsi, je dis qii'on a 

5 etant la caracteristique de la variation, et y representant 
une fonction quelconque. 

En efFet, la variation n*etant qu'une differentiation prise 
par rapport k une quantity autre que la variable indepen- 
dante, on a le droit d'intervertir Tordre des deux differen- 
tiations successives. 

2« On pent intervertir I'ordre de Vintegration et de la 
variation. 

En d'autres termes, on a 



I ydx=:^ I h(ydx). 



G'est toujours la consequence de ce que la variation re- 
presente une differentiation etrangere k la variable inde- 
pendante. Rien n'empeche, on le salt, d'intervertir Tordre 
d'une differentiation et d'une integration relatives k des 
variables differentes. 

3** Les propositions concernant la differentiation (28) 
peuvent etre reproduites, d'une maniere analogue, pour la 
variation. 

Ainsi, la variation d'une somme de termes est egale a la 
somme des variations de chaque terme; la variation d^un 
produit est egale a la somme des quantites obtenues en multi- 
pliant successivement la variation de chaque terme par le 
produit de tous les autres^ etc., etc. 

4^ Toujours par analogic avec ce qui a lieu dans la diffe- 
rentiation, on distingue, des variations de divers ordres, 
savoir : 

La variation premier e, ou simplement la variation, qui, 
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comme nous Tavons d6j^ dit, est la portion de Taccrois- 
sement de la fonction qui correspond k la differentielle: 

La variation seconds^ qui est la variation de la variation 
premifere; 

Et en general la variation n«"»«, qui est la variation de la 
variation n»**~ — !• 

Ces variations sont representees dans les formules par 
les caract6ristiques 5, o«, 8*, • . . , S*. 

D'apres ces notations, en designant par y une fonction 
quelconque et par Dy Taccroissement obtenu par voie de 
variation, la valeur de cet accroissement pourra etre 
exprim^e de la maniere suivante : 

C'est la forme du developpement que nous avons trouvee 
au n** 35. Nous pouvons Temployer ici, puisque 1?l variation 
n*est qu'une differentiation prise par rapport k une cer- 
taine variable. 

49. Revenons actuellement au probleme de minimum 
considere tout k Theure, et supposons que, par les pre- 
cedes usites, on soit parvenu k determiner Texpression de 
la variation de I'integrale definie qui repr^sente la longueur 
de la courbe. Je dis que, pour exprimer la loi du minimum, 
il faut egaler k zero la valeur de la variation. En effet, 
Taccroissement obtenu, en faisant varier la fonction de 
laquelle depend la nature de la courbe, doit Stre constam- 
ment positif. Or, cet accroissement pouvant Stre mis sous 
la forme de la serie ci-dessus, et la grandeur des termes 
pouvant etre diminuee au point que le signe de Taccrois- 
sement soit determine par celui de la variation du premier 
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ordre, il est necessaire que cette variation soit nulle. La 
condition ainsi exprimee, portant precisement sur la f one- 
lion inconnue elle-m6me, permet de d^duire cette der- 
niere et, par suite, d'etablir Tequation de la courbe 
cherchee. 

Ges considerations nous paraissent montrer sufflsamment 
que si le Calcul de Lagrange Gonstitue una innovation 
capitale, au point de vue des operations algebriques desti- 
nees k fournir la solution des problemes, il ne modifie en 
rien Tesprit mfime du Calcul infinitesimal proprement dit. 



CALCUL AUX DIFFERENCES FINIES. 



CHAPITRE XXII. 



REMARQUE SUR LE CALCUL AUX DIFFfiRENCES FINIES. 



50. Nous devons signalei', mais seulement pour me- 
moire^ deux branches de calcul qu'on comprend assez 
ordinairement dans TAnalyse infinitesimale, bien qu'elles 
appartiennent en r6alit6 k TAnalyse alg^brique. Je veux 
parler du Calcul direct et du Calcul inverse aux differences 
finies, cre6s par le geomfetre anglais Taylor. Si nous les 
mentionnons ici, c'est uniquement pour pr^munir contre 
la fausse id6e qu'on pourrait se former sur leur conception 
fondamentale. 

Le Calcul direct aux differences flnies a pour objet es- 
sentiel de determiner les valours des accroissements des 
fonctions correspondant k des accroissements finis des 
variables. II se distingue radicalement du Calcul diffi^rentiel 
en ce que, les accroissements n*y etant pas supposes in- 
flniment petits, le rapport de la difference de la fonction 
a la difference de la variable n'y pent jamais recevoir 

De PnEycmET.^ Anal infin, 9 
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cette grande simplification qui r6sulte de I'hypothfese 
de Aa? = dans la fonction obtenue pour exprimer le rap- 
port ~ Aiasi, le Calcul aux differences flnies perd pr6ci- 

sement le caractfere propre k I'analyse transcendante (*). 

Le Calcul inverse ou Calcul integral aux differences 
flnies consiste, comme son nom Tindique. h. determiner 
r6ciproquement une fonction quand on connaft sa diffe- 
rence flnie, ou lorsqu'on a une relation entre cette fonc- 
tion, la variable dont elle depend et quelques-unes de ses 
differences. 

Le veritable objet du Calcul aux differences est la th6o- 
rie g6nerale des suites ou successions de quantites nume- 
riques se deduisant les unes des autres d'apres une loi 
donn6e. Les sommations de ces suites, ainsi que les for- 
mules dHnterpolation, en sont des applications importantes. 

( * ) <( Ce qui fait le caract^re propre de I'analyse de Leibnitz et la 
» constiiue en un caractfere vraiment distinct et sup^rieur, c'est que 
» les fonctions d^riv^es sont, en general, d'une tout autre nature 
» que les fonctions primitives, en sorte qu'elles peuvent donner lieu 
» k des relations plus simples et d'une formation plus facile : d'oii 
» r6sultent les admirables propri^t^s fondamentales de I'Analyse 
» transcendante, expliqu^es dans les legons pr^c^dentes. Mais il 
» n'en est nullement ainsi pour les differences consider^es par 
» Taylor; car ces differences sont, par leur nature, des fonctions 
* semblables a celles qui les ont engendrees, ce qui les rend im- 
» propres h faciliter Tetablissement des equations, et ne leur permet 
» pas davantage de conduire k des relations plus generales. » 

(AuGusTE CoMTE, PhUosophie positive, t. I", p. 237.) 



TROISlilME PARTIE. 



METHODE INFINITESIMALE. 



CHAPITRE PREMIER. 



INFINIMENT PETITS DE DIVERS ORDRES. 



51. Dans une mSme question d' Analyse infinitesimale, 
on est fr6quemment conduit k employer, k la fois , plu- 
sieurs quantites infiniment petites. Quand on cherche, par 
exemple, la tangente k une courbe, on consid^re simulta- 
n^ment Taccroissement de Tabscisse et raccroissement de 
Tordonn^e, qui sont Tun et Tautre infiniment petits. De 
mgme, Tare, la corde et Taccroissement de Tordonnee 
d'une courbe, qui correspondent k un accroissement de 
I'abscisse, sont autant de quantites infiniment petites. 

Dans les cas que nous venons de citer, les infiniment 
petits envisages sont tons dependants les uns des autres. 
C'est ce qui a lieu forc6ment lorsque la question ne com- 
porte qu'une seule variable ind6pendante : cette variable 
venant k recevoir un accroissement infiniment petit, les 
accroissements des autres variables sont determines par le 
premier, en sorte que tons ces infiniment petits dependent 
effectivement les uns des autres. Dfes lors on pent concevoir 
queleur yaleur soit rapportee k celle de Tun d*eux choisi 
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comme tenne de comparaison, et qu'on appelle pour ce 
motif inflniment ipeiii principal (*). 

Ouand la question comporte plusieurs variables inde- 
pendantes, les accroissements de ces variables peuvent 
avoir simultanement des valeurs arbitraires, et il en 
resulte autant d'infiniment petits independants ou princi- 
paux. Mais comme rien n'empSche de supposer une rela- 
tion quelconque entre eux, d'admettre, par exemple, qu'on 
augmente toutes les variables de quantit^s 6gales ou pro- 
portionnelles, on seretrouve, si Ton veut, dans le meme cas 
que lorsqu*il existe un seul inflniment petit principal. Le 
plus souvent on ne faitaucune hypothese particuliere sur les 
valeurs relatives des divers inflniment petits independants : 
on se borne k admettre tacitement qu'ils appartiennent au 
meme ordre de grandeur, expression dont nous verrons 
tout h rheure la signification. 

Si nous comparons avec Tinfiniment petit principal tons 
les autres inflniment petits qui flgurent dans le meme 
probleme, nous reconnaitrons que les rapports tant6t con- 
vergent vers des limites flnies, tantot convergent vers zero. 
G'est ainsi que le rapport de Taccroissement de Pordonnee 
d'une courbe a I'accroissement de Tabscisse tend vers une 
limite finie, qui est la valeur de la tangente trigonome- 
trique de Tangle forme par la tangente h la courbe avec 
Taxe des abscisses. De m§me les accroissements des ordon- 
nees de la courbe et de la tangente sont dans un rapport 
qui a pour limite Tunite ; tandis que la partie de Tordonnee 

(^) Comme on prend ordinairement pour infiniment petit principal 
I'accroissement de la variable ind^pendante, le terme d'infiniment 
petit ind^pendant serait mieux appropri6 , en ce qu'il rappellerait 
que la grandeur est arbitraire et que celle des autres infiniment 
petits en depend n^cessairement. Toutefois, la denomination de 
principal ayant pr^valu, nous I'avons adoptee nous-mdme. 
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intercept^e entre la courbe et la tangente, compar^e avec 
raccroissement de rordonnee, soit de la courbe, soit de la 
tangente, fournit un rapport dont la limite est zero. 

On concoit, du reste, d'une maniere generale, que, a 
d^signant un infiniment petit quelconque, pris pour terme 
de comparaison , les quantity Ma, Ma*, Ma', ... (M 6tant 
une quantity flnie, fixe ou variable) sont aussi infini- 
ment petites, puisqu'elles ont toutes pour limite zero; 
mais leurs rapports avec Pinfiniment petit principal a ten- 
dent vers des limites difKrentes. Le rapport de Ma ^ a 
est represente par M, qui, par hypoth^se, a une valeur 
flnie; celui de Ma* i a a pour limite zero, puisqu'il est egal 
h Ma; a. plus forte raison en est-il ainsi des rapports de 
Ma', Ma*,.... Tous les infiniment petits sup6rieurs ^Ma, 
compares avec Tinfiniment petit principal, fournissent des 
quotients qui convergent vers z6ro, mais qui n*y convergent 
pas de la meme manifere, puisque Tun y arrive par Tex- 
pression Ma, Tautre par Texpression Ma*, .... Nous sommes 
des lors conduits k distinguer non seulement entre les 
infiniment petits dont les rapports avec le principal 
tendent vers des limites flnies et ceux dont les rapports 
tendent vers zero, [mais encore, parmi ces derniers, ceux 
qui arrivent b, zero par diverses puissances de a. Cette 
nouvelle distinction est tres logique ; car deux infiniment 
petits, tels que Ma* et Na* ne sont pas dans les mSmes 
relations que Ma* et Ma', puisque les deux premiers, 
tout en ayant avec Tinfiniment petit principal des rap- 
ports Ma et Na, qui tendent vers z6ro, sont entre eux 

M 

dans un rapport fini =^> tandis que le quotient de Ma' 

par Ma* est un infiniment petit a. 
De Ici, diverses categories d'infiniment petits, etablies 
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relativement h celui qu'on adopte pour terme de compa- 
raison. 

52. On nomme inflniment petit du premier ordre celui 
dont le rapport avec rinflniment petit principal converge 
vers une limite flnie ( ' ) . 

. Ainsi, a d6signant Tinftniment petit principal, tout autre 
inflniment petit 6 sera dit du premier ordre, si Ton a 

lim- =: M, 

a 

M 6tant une quantity flnie. 
On en d^duit 

5 6tant une quantite qui converge vers z6ro en meme 
temps que «, ou qui est inflniment petite par rapport 
h M. 
De Ik r6sulte que 

6=ia(M-hS) 

(') On remarquera que nous disons converge vers une limite 
finie, et non a une valeur flnie; parce que g6n6ralement le rapport 
de deux infiniment petits varie k mesure qu'ils d6croissent, au lieu 
d'etre ind^pendant de la grandeur absolue qu'on leur attribuerait ^ 
un moment donn6. Ainsi le rapport d'un arc de cercle ^ sa corde 
tend vers I'unit^, mais ce rapport n'a pas la m^me valeur selon que 
Tare est suppose deux fois plus grand ou deux fois plus petit. Ge 
qu'il y a lieu de consid^rer, c'est done la limite vers laquelle con- 
verge le rapport des infiniment petits, k mesure qu'on les ramfene 
vers z6ro. On rencontre quelques cas ou le rapport des infiniment 
petits est ind6pendant de leur grandeur absolue : tel est, dans un 
cercle, le rapport de Tare avec Tangle au centre correspondant. Mais 
ces exceptions n'infirment point la convenance de la definition g6- 
n^rale que nous avons adopt6e, puisqu'en ces cas particuliers la limite 
du rapport des infiniment petits se trouve simplement atteinte dfes 
I'origine. 
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sera I'expression d'un infiniment petit quelconque du pre- 
mier ordre. Tous ceux du meme ordre ne differeront que 
par la valeur de M. 

On nomme infiniment petit du second ordre celui dont 
le rapport avec rinfiniment petit principal a pour limite 
un infiniment petit du premier ordre; c'est-^-dire que, y 
etant du second ordre, on doit avoir 

lim- = aM, 

a 

Mutant une quantite finie; d'ou 

5 d^signant, comme prec6demment, une quantite infini- 
ment petite par rapport k M. 
D'aprfes cela, 

sera Texpression d'un infiniment petit quelconque du se- 
cond ordre. 

D'une maniere g^nerale, I'inflniment petit du n^®"^® ordre 
est celui dont le rapport avec I'inflniment petit principal 
est de Tordre n — 1, et son expression est 

a)=:a'*(M7f-S). 

53. Un remarquable exemple d'infiniment petits de di- 
vers ordres est fourni par le tableau des deriv6es succes- 
sives d'une fonction. La deriv6e de Tordre n est egale k 

la limite du rapport — ^- Les quantites Aa?'*, A'*i/ sont des 

infiniment petits de I'ordre n. 
Aussi peut-on dire qu'une deriv6e quelconque implique 
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la consideration d'inflniment petits du meme ordre que 
I'ordre de la d6riv6e. 

Une particularite qui parait assez surprenante au pre- 
mier abord, c'est que les differences successives des ac- 
croissements conduisent k des infiniment petits d'ordres 

a 1 

de plus en plus 61ev4s* On ne voit pas imm^diatement 
pourquoi, par exemple, la difference seconde ou A* y est 
un infiniment petit du second ordre; car cette quantite 
resulte de la difference prise entre deux differences pre- 
mieres Ay et Ay,, qui sont des infiniment petits du pre- 
mier ordre. Or, la difference de deiix quantites est en ge- 
neral de la mSme categoric de grandeur que ces quantites. 
II semble done que A'y devrait etre du mSme ordre que Ay. 

Cette difiiculte disparalt si Ton remarque que les quan- 
tites dont on prend ici la difference ne sont pas des quan- 
tites independantes Tune de I'autre, mais assujetties, au 
contraire, h cette loi de generation d*3tre les accroissements 
d'une meme fonction correspondant h des valours infini- 
ment voisines de la variable. L'accroissement d'une fonc- 
tion etant sensiblement egal au produit de la derivee 
par Taccroissement de la variable, les accroissements dont 
ii s'agit ne different entre eux que d*une quantite egale 
au produit de Taccroissement de la variable ]par la diffe- 
rence des valeurs de la derivee correspondant aux valeurs 
infiniment voisines de la variable. Or, la difference des 
derivees est infiniment; petite : celle. qui existe entre les 
accroissements est done un infiniment petit du second- 
ordre. 

C'est la meme observation qui se presente pour la diffe- 
rentielle et Taccroissement d'une fonction. Ces deux quan- 
tites sont des infiniment petits du premier ordre; mais 
leur difference est du second. 



CHAPITRE II. 



PROPOSITIONS FONDAMENTALES SUR LES INFINIMENT 

PETITS. 



Premiere Proposition. 

54. Deux quantites fixes, entre lesquelles on suppose qu'll 
n'existe qu'une difference irifiniment petite, n'ont reellement 
pas de difference et sont rigoureusement egales. , 

Puisque ces quantites sont fixes, leur difference ne pent 
etre elle-meme qu'uue quantite fixe et diterminee, et ne 
saurait dfes lors etre egale h une quantit6 infihiment petite, 
qui, de sa nature, est toinemment variable. II faut en con- 
clure que Tinegalite suppos6e n'est qu'apparente, et que 
Tinfiniment petit, qiii est cense la representer, figure abu- 
sivement dans la formule, oii il s'est introduit par suite de 
quelque erreur de calcul pass6e inapercue. Si done on est 
bleu assure que la difference entre les quantites Sxea ne 
peut §tre autre chose que cet inflniment petit, on est as- 
sart, du meiuecoup^ que cetto diiFerence n'existe pas. Par 
consequent, on a non seulement le droit, mais le devoir de 
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supprimer rinfiniment petit dans les relations, afin d'y 
r6tablir la r6alit6 des choses. 

On se fait souvent de ce th^orfeme une id6e tres fausse qui 
tient ^ r6nonc6 sous lequel on le pr^sente. On dit simple- 
ment que deux quantites dont la difference est infiniment 
petite sont igales; et le souvenir qu'on garde de cette Propo- 
sition, c'est que la difference est comme n^gligeable par 
rapport aux quantites elles-memes. On y voit une sorte 
d*approximation, sufflsante et au del^ pour nos besoins, 
plut6t qn'une verite absolue. C'est pourtant h ce dernier 
point de vue qu'on doit Tenvisager, puisque la difiFerence 
suppos6e n'est ni extrSmement petite ni infiniment petite, 
mais bien rigoureusement nulle, ou pour mieux dire 
n'existe que dans de fausses apparences qu'il faut s'appli- 
quer k dissiper. 

Denxi^me Proposition. 

55. Deux quantites finies variables, qui ne different que 
d'une quantite infiniment petite, convergent vers la mime 
limite, 

4 

Car les deux variables peuvent 6tre rapproch6es de leurs 
limites au point de n'en dififerer respectivement que d'une 
quantit6 infiniment petite; et, comme la difiference des deux 
variables, amen6es k ce point-li, est suppos6e toujours infi- 
niment petite, la difference des deux limites, qui ne pour- 
rait surpasser la difiference des variables augment6e des 
differences de ces variables avec leurs limites, serait elle- 
mSme infiniment petite. Or, les limites etant des quantites 
fixes, et leur difference etant infiniment petite, elles sont 
rigoureusement egales , en vertu de la Proposition pr6ce- 
dente. 
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On peut dire aussi que le rapport des deux variables 
entre elles tend vers Tunite k mesure que ces variables 
<:onvergent vers leurs limites. 

Consequences. 

Si deux infiniment petits du premier ordre ne different que 
d'un infiniment petit d^ordre superieur, leurs rapports avec 
V infiniment petit principal convergent vers la meme limite. 

En eflfet, d'apres la definition mSme des infiniment petits 
de divers ordres, les rapports dont il 8*agit repr6sentent 
des quantit6s variables tendant vers des limites finies; et, 
d'autre part, le rapport de Tinfiniment petit d'ordre supe- 
rieur, qui represente leur difference, h Tinfiniment petit 
principal, est lui-mSme infiniment petit. Nous rentrons 
ainsi dans le cas de la Proposition precedente, de deux 
variables finies qui ont une difference infiniment petite. 

Ge que nous disons des rapports avec Tinfiniment petit 
principal s'applique aussi bien aux rapports avec un infi- 
niment petit quelconque du mSme ordre; car ces derniers 
rapports convergent 6galement vers des limites finies. 

La mSme consequence peut s'etendre k deux infiniment 
petits d'ordre quelconque, qui ne differeraient que d'un in- 
finiment petit d'ordre sup6rieur, et dont on prendrait le 
rapport avec un troisieme infiniment petit du mSme ordre. 

On peut 6noncer ces consequences autrement, en disant 
que le rapport de deux infiniment petits^ dont la difference est 
d'un ordre superieur, a pour limite VunitL 

De ce qui precfede r^sulte encore ceci : 

Toutes les fois qu'on se propose de passer aux limites de 
deux variables finies, ou aux limites des rapports d'infini- 
nient petits d'un mSme ordre, on a toujours le droit de sup- 
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primer rinflniment petit d'ordre sup6rieur qui reprSsente 
la dififfirence, parce que son influence disparalt n6cessaire- 
ment quand on passe aux limites des variables ou des rap- 
ports. En un mot, bien que les variables ou les rapports 
aient entre eux des differences certaines, on pent toujours 
agir comme si TSgalite parfaite avait lieu ; h la condition, 
je le r^pfete, qii'on se propose de passer aux limites de ces 
quantites et qu*on y passera eiFectivement plus tard. Le 
passage aux limites a pour r6sultat de rendre rigoureuse- 
ment exactes des relations qui provisoirement ne Tetaient 
pas par suite de la suppression anticip6e d'inflniment 
petits d'un ordre sup6rieur. 

Troisi6me Proposition. 

56. Si deux somme» dHnfiniment petits d'un certain ordre 
convergent chacune vers une limite finie, et si elks sont telles 
que les infiniment petits de Vune ne different respectivement 
des infiniment petits de Vautre que par des quantites infini- 
ment petites d'ordre supirieur^ les limites de ces deux sommes 
sont necessairement egales, 

Puisque les infiniment petits des deux sommes ne difffe- 
rent, chacundechacun, que par un infiniment petit d'ordre 
sup6rieur, leurs rapports tendent vers Tunit^. Or, on sait, 
d'une maniere gen6rale, que si Ton prend une suite de rap- 
ports dont les num6rateurs et les d^nominateurs soient tous 
positifs, la somme des num^rateurs, divisee par la somme 
des d6nominateurs, f ournit une fraction dont la valeur tombe 
entre le plus petit et le plus grand des rapports donn6s (* ). 

(') II est trfes facile de s'en rendre compte. Soient les fractions 
^,^>-7)..., — > que je suppose rang^es par ordre de grandeur : 

T<^<-?< <-— Je prends d'abord les deux premieres, et je dis 

a I n 
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Dans le cas qui nous occupe, chacun des rapports converge 
vers Tunite : le rapport des sommes doit y converger aussi. 
Ces sommes ont done la ni§me limite. 

Consequence. 

Dans les calculs oii se presenteraient effect! vement des 
sommes telles que nous venons de les supposer,.on pourrait 
supprimer immediatement les infiniment petits de I'ordre 
superieur, h la condition, bien entendu, qu'on se propose 
de passer aux limites de ces sommes ; car, comme tout k 
I'heure, Terreur qu'on introduit dans les Equations en fai- 
sant disparaltre ces sortes d'6l6ments cesse d'avoir aucune 
influence quand on passe aux limites elles-m§mes. 

que r--^ sera plus grand que j et moindre que -y En effet, soit un 

autre rapport -y ^gal ^ ^; il est Evident que -, -r sera ^gal k-r' 

c ci c' 

Puisque -7 surpasse p et par suite ^ » il faut que c soit plus grand 

que c\ Done -r -x est plus grand que . ^ . » et par consequent plus 

grand que j-' On verrait de la mSme mani^re qu'en ajoutant r^ ^ 

/» 
on forme un rapport moindre que ^- Lapropositiondtant ainsi ^ta- 

blie pour deux fractions, on T^tend sans peine h une troisi^me y 

Car soit y un autre rapport ^gal k -, -7 • II est clair que -, -^ — ^ 

sera encore 6gal h , . • Mais puisque ? est, par hypoth^se, plus 

grand que t? qui est plus grand que , . • il s'ensuit que j est plus 

grand que . . ou que j • Done e surpasse e , et d^s lors j — -3 — j 

surpasse . . . ou . . • A plus forte raison ce rapport sur- 

passe-t-il r*On verrait de mSme qu'il est moindre que j\ et ainsi 
de suite pour un nombre quelconquede fractions. 
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Quatridme Proposition. 

57. Dam toutes les questions oii I' on cherche la limite d'un 
rapport ou la limite d'une somme dHnfiniment petits, on pent, 
sans alterer la valeur des limiteSj remplacer chaque infiniment 
petit par un autre qui n'en differe que par un infiniment petit 
d'ordre superieur, ou dont le rapport avec le precedent con- 
verge vers I 'unite. 

Get important theoreme, qu*oii pent nommer Principe de la 
substitution des quantites infinitesimaleSj est une consequence 
directe des deux propositions que nous venous d'etablir. 
Nous savons en effet que des infiniment petits qui different 
seulement par un infiniment petit d'ordre sup6rieur don- 
nent lieu k des rapports ou k des sonmxes qui convergent 
vers les memes limites. En faisant la substitution dont il 
s'agit, on ne change pas la valeur des limites cherchees. 

Consequences. 

Toutes les fois que, dans une equation, figure un rapport 
ou une somme d'infiniment petits, et qu'on se propose d'en 
prendre la limite ulterieurement , on pent, sans attendre 
jusqu'^ ce moment, operer immediatement les substitu- 
tions ; car I'erreur 'ainsi commise sera passagere et perdra 
son influence lorsqu'on passera aux limites elles-m§mes. 

La valeur d*une fonction derivee ou d'une fonction inte- 
grale n'est pas chang^e quand on fait subir aux infiniment 
petits qui entrent dans leur expression les modifications sus- 
indiqu6es, puisque ces fonctions representent precisement 
les valeurs des limites de rapports ou des limites de sommes 
de ces infiniment petits. 



CHAPITRE III. 



SIMPLIFICATION DES fiQUATIONS INFTNITESIMALES. 



58. Les propositions prec^dentes servent de base k la 
Methode infinit6simale et fournissent un moyen assure 
d'op^rer la simplification des equations. 

Deux cas sont k consid^rer, selon qu'en faisant d6croitre 
rinflniment petit principal les membres des equations der- 
nieres convergent vers des limites flnies, ou selon qulls 
tendent k s'annuler simultan6ment. 

Dans le premier cas, on pent, d*apres ladeuxieme Proposi- 
tion (55), alterer chacun des membres de quantit^s inflni- 
ment petites ; car cette alteration ne change pas les limites 
qui, par hypothfese, ont des valours flnies. On pent done, 
dans de telles Equations, supprimer les termes infiniment 
petits, s'il en existe, ou en introduire de nouveaux, ou les 
remplacer par d'autres entierement arbitraires. 

La Umite d'un membre d' equation etant 6gale k la somme 
des limites de ses divers termes, ce que nous venous de dire 
pour r^quation prise en bloc s'applique aussi k chaque 
terme isole. Ainsi les divers termes qui ont des limites 

De Freycinet. — Anal, in fin, 10 



146 TROISIEHE PARTIE. 

finies peuvent etre individuellement alt6r6s de quantit6s 
infiniment petites, d'une manifere tout h fait arbitraire. On 
pent notamment, si ces termes se pr^sentent sous forme de 
limites de rapports, en alt6rer s6par6ment le num^rateur 
et le d^nominateur de quantit6s infiniment petites relati- 
vement k eux-m6mes : puisque,,d'apres la quatrieme Pro- 
position (57), la valeur de la limite n'est pas chang^e. Des 
alterations analogues sont permises, d'apresla meme Propo- 
sition, si les termes afTectent la forme de limites de sommes. 

Cette faculty permet, en certaines circonstances, de se de- 
barrasser, par des suppressions pures et simples ou par des 
substitutions^ convenablement m6nagees , d*une multitude 
de termes qui compliquent inutilementles Equations finales, 
en entravent le calcul et masquent les v6ritables relations 
qu'eUes expriment. 

Si, au contraire, les membres d'une equation tendent a 
s'annuler avec Tinfiniment petit principal, c'est que leurs 
divers termes sont tons infiniment petits. Dans ce cas, on 
pent supprimer imm6diatement les infiniment petits autres 
que ceux dont Tordre est le moins 61ev6. En efTet, une 
equation dont les deux membres ont pour limite z6ro n'est 
pas destinee k rester sous cette forme, car elle fournirait 
ridentit6 insignifiante = 0. Mais elle doit r^ellement con- 
duire k des quantit6s finies, soit en divisant tousles termes 
par un meme infiniment petit, soit en faisant la somme 
d'une infinite d'6quations analogues. Si, par exemple, 
Tordre le moins ele\6 est le premier, il est clair qu'en divi- 
sant par un infiniment petit de cet ordre, les termes du 
premier ordre fourniront des rapports finis, et tous les 
autres des rapports infiniment petits, lesquels, d'apres ce 
qui pr6cMe, pourront 6tre n6glig6s. Si I'ordre le moins 
61ev6 etait le second, on diviserait par un infiniment petit 
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du second ordre, et tous les termes de degres supSrieurs 
donneraient des guantit^s infiniment petites. Ainsi, d'une 
maniere g6n4rale, on pent supprimer dans T^quation pro- 
posee tous les infiniment petits autres que ceux de Tordre 
le moins eleve; ou, ce qui revient au mSme, alterer ceux-ci 
d'une quantite infiniment petite par rapport k eux-mgmes. 
En vertu de ce principe, si Ton avait, je suppose, k rem- 
placer un infiniment petit par un autre dont la valeur 
serait donn^e par une serie de termes de divers ordres, on 
se contenterait d'ecrire ceux de Tordre le moins 61eve ( * ) . 

Les considerations qui pr6cfedent visent les equations 
finales ou defnieres^ c'est-k-dire celles pour lesquelles il ne 
reste plus qu'^ passer aux limites des quantit^s variables 
qu'elles renferment. Mais il convient de pousser plus loin 
la simplification. 

En efifet, les equations finales ne s'obtiennent pas toujours 
directement. On y parvient le plus souvent aprfes une suc- 
cession d'equations intermediaires, dans lesquelles sont 
engagSes, sous diverses formes, les quantit^s variables dont 
il y aura lieu plus tard de rechercher les limites. Avec ces 
quantit^s se trouvent en mSme temps des infiniment petits 
d'ordres sup6rieurs, destines k disparaitre dans le passage 
aux limites, et dont la suppression, nous venous de le voir, 
pent Stre op6ree, purement et simplement, dans T^quation 
derniere. Mais puisque ces infiniment petits, disons-nous, 
doivent disparaitre, quelle necessite de les trainer en quelque 



( ' ) C'est ce qui arriverait, notamment, si Ton avait k remplacer, 
dans r^quation finale, Taccroissement Ay par sa valeur en fonction 
de Taccroissement de la variable ind6pendante; soit : 

Ay=^r(x)Ax4-nx^^H-r(:x:)j^4-...; 

on pourrait se borner ^ 6crire f (x) Ax ^ la place de Ay. 
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sorte dans tout le cours du calcul? N*est-il pas pliis naturel 
et plus commode d'efPectuer cette suppression au ' fur et k 
mesure que Toccasion s'en presente, c'est-k-dire des qiie les 
elements inutiles apparaissent dans les formules?Le^ equa- 
tions intermediaires qui auront €16 Tobjet de pareilles sim- 
plifications seront h la v6rit6 rendues ainsi inexactes; mais 
cette inexactitude n'est autre que celle qu'on aurait fait 
naitre en operant les mSmes simplifications uniquement sur 
les equations finales. Or, nous savons que de telles erreurs 
perdent leur influence, ou plut6t cessent d'etre des erreurs, 
des que le passage aux limites est effectue. En d'autres 
termes, le passage aux limites conduit au mSme resultat, 
soit qu'on ait maintenu, soit qu'on ait supprim6 ces infi- 
niment petits d'ordre superieur, et par consequent rien n'em- 
peche de les supprimer, quand on le juge avantageux. 

59. G'est dans ce dernier genre de simplification, a savoir 
celle des equations intermediaires, qu'il convient d'appor* 
ter la plus grande circonspection pour ne pas risquer de 
compromettre la rigueur du resultat final. II faut 6tre bieri 
assure que la simplification faite par anticipation aurait pu 
etre legitimement realisee dans les equations dernieres* 
Supposons, par exemple, que des quantites finies, qui flgu- 
rent dans des relations intermediaires, soient destinees a 
s'evanouir, par des compensations encore inapercues, dans 
I'equation definitive, en sorte que celle-ci ne doive ren- 
fermer reellement que des infiniment petits de divers 
ordres. Les simplifications legitimes consisteront 6videni- 
ment a supprimer tons les infiniment petits sup6rieurs k 
ceux du premier ordre et a conserver ces derniers. Mais 
si dans une equation intermediaire on a eu St la fois des 
quantites finies et des infiniment petits du premier ordre. 



VETHODE INFINITESIMALE, 149 

et que, dans Tignorance ou Toil est encore de la future 
disparition des quantites finies, on supprime k c6t6 d'elles 
les infiniment petits , necessairement on ne retrouvera 
plus dans I'equation finale les v^ritables elements qui de- 
vraient s'y rencontrer, et des lors la valeur des limites ne 
pourrapas etre obtenue (*). 

II est impossible de fixer aucune regie generale pour pre- 
venir ce danger. C'est avecune grande habitude de TAnalyse 
qu'on arrive h cette sorte d'intuition qui fait discerner si 
telle ou telle suppression dans le cours des calculs est de 
nature h engendrer une erreur. Cette silrete de coup d'ceil est 
d'ailleurs moins difficile k acquerir qu'on ne pourrait le 
supposer^au premier abord. Malgre la diversite des ques- 
tions^ les infiniment petits dont on fait usage sont genera- 
lement, les uns vis-k-vis des autres, dans des rapports de 
grandeur connus k Tavance. Quand on traite, par exemple, 
un probleme de Geometrie, on est presque toujours amene 
h la consideration de quelque triangle infinitesimal, comme 
celui qui est forme par Taccroissement de Tabscisse, Tac- 
croissement de I'ordonn^e et la corde de Tare. Souvent aussi 
on est en presence d'un angle et des lignes trigonome- 
triques correspondantes. Or, on salt, une fois pour toutes, k 
quels, ordres d'infiniment petits ces considerations dohnent 
naissance, et Ton ne risque pas de prendre le change sur la 
grandeur de ceux qui peuvent etre 61imines sans inconv6- 

{*) Cast un cas semblable qui se produirait si, rencontrant a la 
fois dans une Equation intermMiaire Taccroissement infiniment petit 
d'une quantity, diminu^ de sa diff6rentielle, et des infiniment petits 
d'ordres sup^rieurs, on supprimait ces derniers par rapport k Tac- 
croissement et k la diff^rentielle, qui sont du premier ordre. La 
difiP^rence entre ces deux ^l^ments constitue en r^alit^ un infiniment 
petit du second ordre, en presence duquel on n'a pas le droit de n6- 
gliger les autres infiniment petits du second ordre qui figurent dans 
la m^me relation. 
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nient. C'est ce qui ressortira plus clairement du Ghapitre 
suivant, ou nous passerons en revue les principaux el6* 
ments qui se pr6sentent dans la solution des problemes de 
Geometric. La marche suivie pour determiner les ordres 
respectifs de ces 6l6ments montrera comment on peut g& 
neralement s'en rendre compte et s'6difier ainsi sur la 
legitimite des suppressions k op6rer dans le cours des 
calculs. 

60. La conclusion g^n^rale h tirer des reflexions pr6ce- 
dentes, c'est que les Equations infinitesimales sont toujours 
amenees, par des suppressions legitimes, k ne renfermer 
que des quantites du mime ordre de grandeur, puisque 
toutes celles d'ordres superieurs disparaitraient necessai- 
rementdans le passage aux limites. 

On doit voir 1^ une sorte de principe d.'homogineite ana- 
logue k celui d'apr^s lequel, en Algebre, les termes d'une 
equation exprimant la loi analytique d'un phenomene quel- 
conque sont tons du m§me degr6. 

La regie k suivre, pour ne pas s'egarer dans les simplifi- 
cations, est done de rendre toujours les Equations homogenes 
par rapport k Tordre de grandeur le moins 61eve des diverses 
quantites qui s'y trouvent. Et Ton ramene k cette homog6- 
neite non seulement les Equations finales, mais encore les 
equations intermediaires, k la condition, je le repete, de 
ne pas prendre le change sur Timportance des quantites, et 
de s'etre bien assur6 que Tordre veritable de grandeur n'est 
pas deguis6 sous de fausses apparences, par suite de cer- 
taines compensations implicite*s. 



r 



CHAPITRE IV. 



DETERMINATION DES ORDRES DE GRANDEUR DE QUELQUES 

INFINIMENT' PETITS. 



61. Grandeicr des llgnes trlgonometriques correspondant a 
un arc in/iniment petit. 

Le sinus et la tangente sont des infiniment petits du 
meme ordre que Tare et peuvent lui Stre substitues. Au 
contraire le sinus verse est d'un ordre sup6rieur : c'est ce 
qui ressort de la relation generale 



sin versea? — 1 ~ cosa? = 1 — V^l — sin* a; ; 



d'ou, en multipliant et divisant par 1 + \/l - - sin=* x, 

sin*.T 
sm verse x — . • 

* 1 -h\/l — sin*a? 

Or, quand x est infiniment petit, le denominateur du 
second membre a pour limite 2, tandis que le numerateur 
est un infiniment petit du second ordre. 

II suit de Ik que le cosinus d'un arc infiniment petit dif- 
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fere de I'unite par un infiniment petit du second ordre ; car 
on a 

1 — cosa: -: sin verse J. 

Le sinus d'un arc infiniment voisin de 90*^ differe pareil- 
iement de Tunit^ par un infiniment petit du second ordre, 
puisque le sinus de cet arc est egal au cosinus d'un arc 
infiniment petit. 

De meme, la difference entre le sinus de deux arcs infini- 
ment pres de 90° est un infiniment petit du second ordre ; 
— tandis que la difference des sinus de deux arcs qui diffe- 
rent infiniment pen I'un de I'autre, mais qui n'approchent 
pas de 90°, est un infiniment petit du premier ordre. 

La difference entre la tangente et le sinus d'un arc infi- 
niment petit est du troisieme ordre. En effet on a la rela- 
tion generale 

sin a; 









tango? : 


coso?^ 




d'oii 














tango? 


— sinrr 


sin a? 
cos a? 


sin a; 


et, 


par 


suite, 












tang a; — 


sin a? - 


sin a? X sin verse a: 

r*f\a m 



Or, Tare 6tant infiniment petit, le cosinus a pour limite 
Tunite, le sinus est du premier ordre et le sinus verse est 
du second. Done la fraction qui exprime la difference en 
question est du troisifeme ordre. 

La difference entre un arc infiniment petit et sa corde est 
pareillement du troisieme ordre. En effet , la corde et Tare 
sont compris tons les deux entre le sinus et la tangente)(*) ; 

( ' ) La corde est ^videmment plus grande que le sinus et plus petite 
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leur difference ne peut des lors Stre sup6rieure k celle qui 
existe entre ces deux quantit^s. 

62. Grandeur des elements d'un triangle infinitesimal, — 
Les cdtes d'un triangle quelconque sont proportionnels 
aux sinus des angles opposes. Si done les trois angles sont 
finis, les trois cotes sont du meme ordrede grandeur, c'est- 
]i-dire simultanement finis ou simultan^ment infiniment 
petits. 

Si Tun des angles est infiniment petit, le c6te oppose est 
infiniment petit par rapport aux autres. D'oii il suit que ces 
derniers ne different entre eux que d'une longueur infini- 
ment petite, car leur difference est moindre que le troisieme 
c6te. Si, en outre, les deux angles finis sont trfes voisins 
cliacun de 90% la difference des c6tes est un infiniment petit 
du second ordre ; car elle est proportionnelle k la difference 
des sinus, laquelle, d'apres ce qu'on a vu plus haut, est du 
second ordre. On peut d'ailleurs s'en assurer directement, 
en examinant un triangle rectangle dont I'un des angles 
aigus serait infiniment petit, et Tautre, par consequent, tres 
pres d'etre droit. Appelons a Thypot^nuse, b le c6te oppose 
au petit angle et c le troisieme ; on a 

a^ — c^ = b^ ou (a — c) (a4-c) = 6*; 
(Voii 

b^ 



a — C^=: 



a H-c 



que la tangente, d'apres la propri6t6 connue des obliques s*61oignant 
plus ou moins du pied de la perpendiculaire. Quant a I'inf^rrorit^ de 
Tare a la tangente, il suffit,pour s'en convaincre, de faire tourner la 
figure autour de la s6cante men6e du centre ^ I'extr^mit^ de la tan- 
gente, et de la rabattre de I'autre c6t6 : le double de Tare se trouve 
alors envelopp^ par le double de la tangente. 



• 
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Si a et c sont des infiniment petits du premier ordre, 

6* 



b sera du second ou b* du quatrifeme, et 



a 



ou o — c 



sera du troisieme. 

Ces remarques trouvent ieur application dans le triangle 
forrn^ par la corde d'un arc de courbe, la tangente et la 
portion de droite qui repr^sente la difference entre les ac- 
croissements des ordonntes de la courbe et de la tangente 
(fig, 3). L'angle M'MN etant infiniment petit, puisqu'il 

Fig. 3. 




converge vers z6ro en mgme temps que Tare, le c6te oppose 
M'N est infiniment petit par rapport k MN ou PP', c'est-k-dire 
est du second ordre. Nous Tavions dej^ 6tabli par voie ana- 
lytique (19 ), car M'N represente Ay — dy. 

Par suite,' la difference entre la corde MM' et Taccroisse- 
ment MN de la tangente est un infiniment petit du second 
ordre. 

Par suite encore, la difference entre Tare et la corde est 
au plus du second ordre. En eflfet, dans un triangle, un 
c6te quelconque est moindre que la somme des deux autres 
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et plus grand que leur difference. On a done 

„„, < MN -h M'N 
MM : 

>MN--M'N' 

d'autre part, Tare MM' est moindre que la ligne enveloppante 
MN -h M'N, et plus grand que sa corde; on pent 6crire : 

„„, < MN -^ M'N 
arc MM 

> MN - M'N 

Or ces deux limites, entre lesquelles Fare et la corde sont 
compris, different entre elles de 2 M'N, c'est-S.-dire d'un 
infiniment petit du second ordre. Done la corde difffere de 
I'arc par un infiniment petit qui est au plus du second ordre. 

Si Ton abaisse la perpendiculaire M'l sur la tangente, on 
formera un triangle rectangle MM'I dans lequel Tangle M'MI 
est infiniment petit, et, par consequent, M'l est du troisieme 
ordre. La difference entre MM' et MI est done un infiniment 
petit du troisifeme ordre. On d^montrerait egalement, par 
des considerations analogues k celles de tout h Theure, que 
la difference entre Tare et la corde, que nous avions vue etre 
au plus du second ordre, ne pent surpasser le double de M'l, 
c'est-^-dire est seulementdu troisieme ordre. Ainsise trouve 
etendue aux arcs de courbes quelconques la proposition 
etablie d'abord pour les arcs de cercle. 

Disons enfin, pour terminer ce sujet, que, si dans un 
triangle deux angles sont infiniment petits, le troisieme 
angle sera tres prfes de 180% et son sinus sera infiniment petit. 
Les trois cotes seront done du meme ordre de grandeur : ce 
quietait facile h pre voir, car deux c6tes 6tant infiniment 
petits, en vertu de I'hypothese faite sur les angles opposes, 
le troisidme c6te, moindre que la somme des deux premiers, 
est n^cessairement infiniment petit. 
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Ces considerations montrent avec quelle facility on peut 
souvent, dans le cours d'un calcul de limites, apprecier les 
relations de grandeilr qui existent entre divers infiniment 
petits. C'est, d'ailleurs, ce que nous acheverons d'eclaircir 
bientot sur quelqiies probiemes. 






CHAPITRE V. 



DE L'EMPLOI DES DIFFtRENTIELLES POUR SIMPLIFIER 

LES FORMULES. 



63. Nous avons vu, d'une maniere generale, que la 
simplification des Equations infinitesimales repose sur la 
faculte de supprimer les termes d'ordres sup6rieurs, ou, 
ce qui revient au m^me, sur la faculte de substituer I'une a 
I'autre deux quantites dont la difference est infiniment petite 
par rapport h ces quantites elles-m^mes ou dont le rapport 
a pour limite Tunite. Mais nous n'avons pas specific quelles 
sont les substitutions qu'il convient de faire pour obte- 
nir les plus grandes simplifications possibles. 

La nature de ces substitutions varie, en effet, d'un pro- 
bleme a Tautre, et aucune regie ne saurait etre donnee h 
cet egard ; Tetude individuelle des questions montrera com- 
ment on fait usage du principe. Toutefois, il est une substi- 
tution d'un usage absolument general et d'un efifet assure, 
que nous pouvons par consequent indiquer ind6pendam- 
ment de toute question particuliere. Elle consiste k remplacer 
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toujours I'accroissement infiniment petit d'une variable par sa 
differentielle. 

Une telle substitution est ^videmment legitime, puisque 
la differentielle ne difffere de raccroissement que par un 
infiniment petit du second ordre. J'ajoute qu'elle est de 
nature k fournir les plus grandes simplifications ( ' ) , et mSme 
que la difiKrentielle est la plus simple des quantit^s par 
lesquelles Taccroissement d'une fonction puisse etre rem- 
plac6. 

En effet, toute quantite propre k ce remplacement doit 
satisfaire k la condition que son rapport avec I'accroisse- 
ment de la fonction et, par suite, avec toutes les autres 
quantites aptes k remplacer cet accroissement , ait pour 
limite I'unit^. Le rapport de chacune d*elles avec I'accrois- 
sement de la variable ind^pendante tend done vers la mSme 
limite. Mais la differentielle de la fonction etant 6gale au 
produit de la d6riv6e par Taccroissement de la variable 
ind6pendante, son rapport avec cet accroissement est egal a 
la d6riv6e, quantit6 qui, 6tant independante de I'accroisse- 
ment lui-mcme, est la limite commune de tons ces rapports. 
Aucun de ces rapports ne pourrait done avoir une forme 
plus simple que cette d6riv6e elle-meme ; et des lors aucun 
infiniment petit propre k remplacer I'accroissement de la 
fonction ne pourrait avoir une forme plus simple que la 
differentielle. 

( * ) Si Ton jette les yeux sur Texpression de raccroissement, d'apr^s 
la s^rie de Taylor, 

Ay -'- r{x)dx^\- rix) j^^-^ r{x) :^^->. , 

on voit que la substitution de f'{x)dxk Ay fait disparaitre toute la 
suite 
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A I'appui de ce raisonnement on peut faire valoir encore 
la consideration suivante : 

Remplacer Taccroissement de la fonction par la diflF6ren- 
tielle, c'est agir conune si cet accroissement 6tait simple- 
ment 6gal k la differentielle, c'est-Ji-dire 6gal au produit de 
la d6riv6e par Taccroissement de la variable ind6pendante. 
Or, la d^rivee 6tant indfipendante de cet accroissement, cela 
revient k supposer que Taccroissement de la fonction est 
proportionnel k celui de la variable, ou augmente unifor- 
m6ment avec celle-ci k partir de la valeur initiale. 11 est 
evident que parmi toutes les maniferes de concevoir qu'une 
fonction varie avec la variable, il n'y en a pas de plus 
simple que la proportionnalit6 ou Funiformit^. La substi- 
tution de la differentielle k I'accroissement a done le meme 
effet que si la loi quelconque qui rattache la variation de la 
fonction k celle de la variable 6tait remplac6e par la simple 
loi de runiformite. S'agit-il, par exemple, de Taccroissement 
de I'ordonnee d'une courbe? la substitution de la differen- 
tielle revient k supposer que la courbe, k partir du point 
consider6, est remplac6e par sa propre tangente ; car les or- 
donnees de la tangente augmentent proportionnellement 
aux abscisses. S'agit-il de Taccroissement d'une aire curvi- 
ligne? la substitution analogue implique tacitement que la 
courbe est remplac6e par ime parallele k I'axe des abscisses ; 
car la surface rectangulaire ainsiformee augmente en raison 
directe de sa base. La ligne droite qui remplace la courbe 
dansle premier cas, et le rectangle qui remplace Taire curvi- 
ligne dans le second cas, sont 6videmment les substitutions 
les plus simples possibles. 



CHAPITRE VI. 



OBJET DE LA METHODE INFINITfiSIMALE. 



64. L' Analyse infinitesimale intervient, avons-nous dit, 
toutes les fois qu'une quantity ne pouvant 6tre exprim^e 
directement en fonction des donn6es effectives du probleme, 
on pent la considerer comme la limite d'un rapport ou 
d'une somme d'inflniment petits. 

Une telle limite ne so presente pas toujours comme Tobjet 
direct de la recherche, mais k Toccasion de certaines autres 
quantites dans Texpression desquelles elle figure. Qu'on 
demande, je suppose, la longueur de la sous-normale PN 
d'une courbe AS (fig, 4), dont Fequation est y — f(x). Dans 
le triangle rectangle MPN on a 

PN = y tangPMN = y tangMVX. 

Pour obtenir la valeur de PN, on est conduit h cher- 

dv 
cher celle de tangMVX ou j-j qui n'est pas Tobjet direct 

de la question. Mais on pent considerer Tequation finale 



METHODK 1NFINIT£SIMAL£. 



161 



dy 



PN = y -r; comme le rfeultat de relimination de tangMVX 
entre Tequation PN = y tangMVX et celle-ci : 

tang M VX = lim -^ ou y^- 

° Ax' dx 

Ell sorte qu'au point de vue des considerations h pre- 
senter sur la M6thode inflnit6simale, on pent toujours, 



Fi 



o- 4 




pour plus de simplicite, supposer que la question est ra- 
menee finalement k Tetablissement d'une equation de la 

forme : 

Ilimite de rapport 
ou 
limite de somme. 

La resolution de tout problfeme comporte done, indepen- 
damment du calcul meme des limites de rapport ou de 
somme (ce qui est I'afFaire du Calcul infinitesimal propre- 
raent dit), une elaboration speciale qui consiste : 

1** A rechercher quelles sont les quantitcs infiniment 
petites dont les limites de rapport ou de somme ont pour 
valeurs les quantit6s inconnues ; 

De Freycinet. — Anal, infin. \ [ 
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2* A ramener ces rapports ou ces sommes k la forme 

vouluepourle calcul, soil ^ et lf(x)^x, f(x) devant 

6trc uiie fonction connue de x. Car alors la question se 
r6sout par un proc§d6 analytique r^gulier, qui a pour but 

de calculer la d6riv6e -^ — ou Tint^grale I f{x)dx, 

Telles sont les deux parties du problfeme qui constitue 
Tobjet propre de la Mithode infinitesimale. Nous les pr^cise- 
rons davantage dans les deux Chapitres suivants. 



y 



CHAPITRE VII. 



RECHERCHE DES INFINIMENT PETITS QUI ONT POUR LIMITES 

LES QUANTITfiS INCONNUES. 



65. II est clair que cette recherche varie selon les ques- 
tions, et que dans chaque cas particulier il y a lieu d'eta- 
blir que la quantite dont on s'occupe pent Stre consider^e 
elTectivement comme la limite du rapport ou de la somme 
de certaines quantites infiniment petites. Se propose-t-on, 
par exemple, de trouver la longueur d'une courbe, le pre- 
mier soin est de prouver que cette courbe est la limite de 
la somme des cot^s des polygenes inscrits. S'agit-il de I'aire 
d'une courbe , on montre que cette aire est la limite de la 
somme des petits rectangles formes en menant par I'extre- 
mite de chaque ordonn^e de la courbe une perpendiculaire 
h Tordonnee suivante. Cherche-t-on Tangle d'une tangente , 
on s'assure que la tangente trigonometrique de cet angle 
est la limite du rapport de I'accroissement de I'ordonnee k 
raccroissement de Tabscisse, etc., etc. 

Le raisonnement employ6 pour prouver que les infini- 
ment petits consider6s out pour limite de rapport ou de 



164 



TROISIEME PARTIE. 



somme la quantite inconnue consiste k faire voir que la 
definition de la limite est satisfaite, c'est-a-dire que la quan- 
tity variable representee par le rapport ou la somme des 
infiniment petits s'approche autant qu'on le veut de la 
grandeur fixe, qui est Tinconnue de la question. A cet effet, 
on montre que, si Ton prend dans la grandeur fixe des ele- 
ments correspondant aux divers infiniment petits, chacun 
de ces infiniment petits ne differe de Telement homologue 
que par une quantite infiniment petite par rapport k lui- 
mcme. Or, on sait, en ce cas, d'aprfes les propositions eta- 
blies aux n**' 55 et 56, que la limite des infiniment petits est 
la meme que celle des elements, c'est-Si-dire est egale a la 
grandeur fixe elle-mcme. 

66. Considerons, par exemple, Taire ABDG (fig. 5), com- 
prise entre une coui'be AB, Taxe des abscisses et deux 

Fig. 5. 
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ordonnees AG, BD. Je veux demontrer que cette aire est la 
limite de la somme des rectangles tels que MPP'H, formes 
en elevant deux ordonnees infiniment voisines MP^ MT', et 
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raenant MH parallele k I'axe des abscisses. A cette fin, je 
prouverai que le rectangle infinitesimal ne differe de Tele- 
ment homologue MM'PT, appartenant k la surface donn6e, 
que par una quantity MM'H inflniment petite par rapport 
au rectangle lui-mSme. On s'en assure aisement en re- 
marquant que MM'H est moindre que MHM'K, quantite 
egale k MH x HM' ou k An?. Ay. Or, ce produit est un inflni- 
ment petit du second ordre, tandis que le rectangle en ques- 
tion MHP'P estmesur6 par MP x PP' ou par yAa? inflni- 
ment petit du premier ordre. La limite de la somme des 
rectangles tels que MPP'H ne difi'ere done pas de la limite 
de la somme des surfaces MMT'P, c'est-k-dire ne differe pas 
de la surface donn^e elle-meme. 

11 n'y aurait pas plus de difflcultS k prouver qu*un arc 
de courbe est la limite des p^rimetres inscrits. Car soit MIM' 
[fig, 6) un arc inflniment petit correspondant k Tun des 

Fig. 6. 




cotes MM' du polygone inscrit. Nous avons vu precedem- 
ment (59) que la difference entre Tare et la corde est 
inflniment petite par rapport k la corde elle-meme. Done, 
en augmentant chacun des termes qui flgurent dans la 
somme des cordes d'une quantity inflniment petite par rap- 
port k lui-meme, on reproduirait la quantite cherchee, qui 
est la longueur de la courbe donnee. Cette dernifere est con- 
s6quemment la limite de la somme des cordes. 
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67. Une m5me quantite peut Stre envisag^e comme 
limite d'une foule d'autres. Ainsi une courbe est aussi bien 
la limite des p^rimitres circonscrits que la limite des peri- 
metres inscrits;elle Test 6galement d'une serie de tangentes 
arret^es chacune k Fordonn^e du point de contact suivant; 
elleTest encore d*une serie de droites quelconques, non tan- 
gentes h la courbe, mais qui s'en rapprocheraient* ind^fini- 
ment d'aprfes une loi donn6e. De meme Taire d'une courbe 
est la limite des trapezes formes par deux ordonn6es conse- 
cutives, et dont le c6t6 superieur se rapprocherait de plus 
en plus des extr6mites de ces ordonnees. De mfime encore 
la tangente k une courbe est aussi bien la limite d'une 
secante qu'on ferait tourner autour d*un de ses points de 
rencontre, que la limite d*une s6cante qui s'eloignerait pa- 
raUelement k elle-mSme de Tint^rieur de la courbe, etc. 
Des lors, on demeure maitre de choisir entre les divers infi- 
niment petits ceux qui paraissent offrir le plus de facilites 
pour le calcul. Quant aux regies qui doivent diriger ce choix, 
il est impossible d'en preciser aucune. G'est Thabitude de 
Tanalyse qui seule donne le discernement n^cessaire en 
de telles appreciations. 

Les quantites s'expfiment tant6t sous forme de limite de 
rapport, tantdt sous forme de limite de somme. Ce n'est 
pas arbitrairement qu'on a recours, dans chaque cas, k 
Tune ou k I'autre de ces limites, et que la question se 
r6sout par des differentiations ou par des integrations. 
Si Ton pouvait emprunter k volont6 Tune des deux 
formes, on se prononcerait toujours pour celle de rapport, 
parce que le calcul des derivSes est bien plus assure que 
celui des integrales. Mais la nature de Texpression est de- 
terminee par les conditions mfimes de la question. Selon 
que teUes quantites ou telles autres sont assignees d'avance, 
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les quantites incoanues sont formees par des limites de rap- 
ports ou par des limites de sommes. Ainsi, dans un mou- 
vement rectiligne vari6, si tfesfc Tespace parcouru qui est 
donne en fonction du temps, la vitesse s'exprime par une 

limite de rapport (lim— ^ s etantTespace et tie temps); si 

c'est la force qui est connue, la vitesse s'exprime par une 

limite de somme f I Vdt, P 6tant la force)* Dansaucune 

circonstance on n'a la possibility de recourir indiiferem- 
ment h Tun des deux modes de limite pour obtenir la quan- 
tite inconnue. 

11 n'y a d'exception k cette rigle que si les donnees du 
probleme sont en nombre surabondant, C'est ce qui arrive- 
rait dans Texemple ci-dessus, ou Tespace et la force seraient 
simultanement connus a priori; la valeur de la vitesse s'ob- 
tiendrait alors k volonte par une limite de rapport ou par 
une limite de somme. Mais ce cas,disons-nous,necessitedes 
donnees superflues. Car si, dans une certaine question, on 

trouve que la quantity est 6gate k la fois k lim ^ et ^ 

lim2^ Aa?, y et z etant des fonctions connues de a?, il en 

resulte lim—^ = limlz ^x, d'oii y — ^(z), Ainsi Tune des 

quantites y ei z pourrait se deduire de Tautre. Si done, 
comme on le suppose, elles sont assignees toutes deux 
a priori^ le nombre des donnees de la question se trouve 
incontestablement surabondant. 

D'apres ces explications, on n'a pas generalement k choi- 
sii* entre les deux formes de limites, et il faut bien s'en 
tenir k celle qu'impliquent les conditions mSmes du pro- 
bleme. 



CHAPITRE VIIL 



DETERMINATION DES INFINIMENT PETITS ENTRANT 
DANS L^EXPRESSION DES LIMITES. 



68. Ce n'est pas tout que d'avoir discern^ les inflniment 
petits dont les rapports ou les sommes ont pour limites les 
quantites cherch6es : il faut encore, ainsi que nous I'avons 
indiqu6 au Ghapitre VI, savoir calculer la valeur de ces 
limites par les proced^s connus de la differentiation ou de 

rintegration. II faut done ramener k la forme \r ' 

Qi^f[x] Aa? des expressions telles que ^ et Sy, dans les- 

quelles a, S et v designent les inflniment petits sur lesquels 
portent les limites en question. G'est ainsi que, lorsqu'on 
cherche la longueur d'un arc de courbe et qu'on a reconnu 
que cette longueur est 6gale a lim2/, I repr^sentant la lon- 
gueur d'une corde inscrite, on doit s'occuper de remplacer 
/ par f[x] Arr, f[x) 6tant une fonction quelconque de x, De 
telle sorte que le calcul de lim2^ puisse §tre effectu6 par 
Vintcgration de f{x) Aa?. 
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En un mot, il est necessaire d'exprimer les divers inflni- 
ment petits en fonction d'un seul d'entre eux, par exemple 
en fonction de Taccroissement de la variable independante. 
On aperQoit, en effet, que dans Thypothfese oii nous nous 
placons, d'une seule variable independante, les accroisse- 
ments des diverses quantit^s doivent dependre de I'accrois- 
sement de cette derniere. 

C'est surtout k ce point de T^laboration qu'on retire la 
plus grande utilite des considerations expos6es pr6c6dem- 
ment. La determination des inflnimenl petits en fonction 
les uns des autres est constamment facilitee par cette cir- 
constance capitale, qu'au lieu de chercher k 6tablir entre 
eux des equations exactes, — ce qui pr^sente le plus souvent 
des obstacles insurmontables, — on pent omettre tous les 
infiniment petits d'ordres sup6rieurs, qui devraient figurer 
dans ces Equations pour qu'elles fussent absolument rigou- 
reuses, mais qui en disparaitraient in6vitablement plus 
tard par suite du passage aux limites. 

Et non seulement on peut n^gliger ces quantit^s d'ordres 
sup^rieurs, mais il n'est pas m§me n6cessaire de chercher 
h les mettre en Evidence, ni d'6tablir aucune relation ana- 
lytique approch6e entre les deux infiniment petits qui 
doivent se remplacer Tun par I'autre. II suffit tout simple- 
ment de s'assurer que la difi^rence entre ces infiniment 
petits est d'un ordre sup6rieur, et des lors la substitution 
peut s'efTectuer sans autre determination. Nous avons dit, 
dans le Ghapitre V, comment ou appr6cie, dans certains 
cas, I'ordre de grandeur des infiniment petits; il est facile 
d*en conclure la marche gen6rale k suivre. Nous aliens du 
reste fournir d'autres exemples. 



CHAPITRE IX. 



APPUCATION DE LA MfiTHODE INFINITfiSIMALE A DIVERS 

PROBLfeMES : DfiTERMINATION DE LA LONGUEUR DE L'AIRE 

ET DE LA COURBURE DUN ARC DE COURBE. 



69. Nous plaQant actuelleraent au point de vue developpe 
dans les deux Chapitres precedents, appliquons la Methode 
infinit6simale k la solution de quelques problemes des plus 
usuels. 

Fig. 7. 
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Determination de la longueur (Tun arc de courhe. — Pour 
determiner la longueur d'un arc de courbe, nous sonunes 
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amenes k calculer la limite vers laquelle tend -la somme des 
cordes inscrites. Afin d'exprimer Tune de ces cordes MM' 
{fig. 7) sous la forme voulue, f{x) Aa?, remarquons que le 
triangle MM'H donne 



MM' = VMH' -h M'H* =:= s/^x*' -h Ay* 



^Axy/l-^(^^V. 



Ax/ 

Mais a mesure que chaque corde devient plus petite, 
le rapport -^ tend k se confondre avec f^(x) on ^- On 

peut done remplacer 1/ ^ ■+" ( t^ ) P^^ V/ ^ "^ d^ "^ *' 
01 etant une quantite infiniment petite par rapport k 

1 -h -^ > puisqu'elle s'annule avec Aa?. Au lieu de cher- 

cher la valeur de « pour exprimer exactement la longueur 
de la corde, on la neglige purement ct simplement, parce 
qu'on salt fort bien qu'elle disparaitrait lorsqu'on prendrait 
la limite de la somme de toutes les cordes. On obtient 
ainsi 



v^ 



2 



(1) MM' = rfxy/l+| 



expression qui a bien la forme voulue /*(a;) Ar, puisque 
~ etant le carre de la derivee de la fonction qui exprime 



Tordonn^e de la courbe, le radical \/ ^ -^ J^t represente 

une certaine fonction de x, 
De Ik on deduit, en d^signant par Xo et Xi les abscisses 
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correspondant aux extremites de Tare total AS dont on 
cherche la longueur : 



(2) 



^'=P^V^^' 



En designant Tare pars et sa diflferentielle par ds, on peut 
remplacer MM' par ds. En eflPet, la corde diflfere de Tare 
sous-tendu d'un inflniment petit du second ordro; cet 
arc sous-tendu, qui represente Taccroissement A5 de Tare AM, 
differe lui-meme de la differentielle ds par un inflniment 
petit du second ordre; done aussi la corde diflfere de la diffe- 
rentielle par un inflniment petit du second ordre. Des lors 
on peut les substituer Tune k Tautre sans crainte de com- 
promettre le resultat obtenu par le passage aux limites. 
La relation (1) prend la forme suivante, sous laquelle on 
la donne ordinairement : 



ds 






ou ds = \/dx^ -f- dy^- 



70, Mesure de Vaire d'une courbe. — Soit ABDG [fig.S] 
I'aire en question. Ce probleme conduit, comme on Ta 

Fig. 8. 








vu (66), k calculer la limite de la somme des rectangles 



METHODE INFINITESIMALE. 173 

MHP'P. II faut ramener rexpression de chacun d'eux k la 
forme f{x) Ax. Ge resultat est obtenu immediatement, car 
MP ou y est exactement egal k la fonction qui repr^sente 
rordonnee de la courbe. Siy = f(x) est requation de cette 
courbe,le rectangle MHPTapoui* valeur f(x) Ax ou f(x) dx, 
etTon en deduit 



ABDG 



= / f[x) dx. 



On pent, comme'dans Texemple precedent, remplacer le 
rectangle MHP'P par dA, en designant par A Taire cher- 
chee et par dA sa diff^rentielle. On s'appuie sur cette 
remarque que le rectangle dififere de raccroissement et 
celui-ci de la diiFerentielle par un infiniment petit du 
second ordre. II en resulte la relation usitee : 

dA -— /*(x) dx. 

71. Determination de la courbure d'une courbe. — Cette 
question conduit , on le sait , k calculer la limite vers 
laquelle tend le rapport de Tare k Tangle exterieur forme 
par les deux tangentes extremes, k mesure que la longueur 
de cet arc diminue ind6finiment. G'est la consequence de la 
definition meme de la courbure, dont nous rappellerons 
brievement les principes. 

La courbure se definit d'une maniere analogue k la 
Vitesse, c'est-a-dire qu*on considere d'abord une ligne uni- 
forme ou reguliere, pour passer ensuite k une ligne quel- 
conque. 

Une ligne est regulifere lorsque les angles formes exte- 
rieurement par les tangentes menees aux extremit6s d'arcs 
egaux sont egaux, quelle que soit la longueur absolue des 
arcs. L'angle correspondant k Tunite de longueur de Tare, 
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ou le rapport constant des angles aux arcs interceptes, est 
ce qu'on nomme la courbure de la ligne. Les seules lignes 
regulieres on k courbure constante sont la ligne droite et la 
circonference. Encore convient-il d'exclure la premiere, qui 
n'a pas, k proprement parler, de courbure, puisque le rap- 
port dont il s'agit est 6gal k z6ro. Dans un cercle, Tangle 
exterieur des tangentes est 6gal k Tangle au centre, et 
celui-ci est 6gal k Tare intercept6 divise par le rayon. Done 
la courbure, qui est representee par le rapport de Tangle a 

Tare, est 6galement exprimee par Tunit6 divisee par le 

1 

rayon, c'est-^-dire par rr- 

Dans une courbe irreguli6re, c'est-i-dire ou le rapport de 
Tangle k Tare n'est pas constant, on nomme courbure en un 
point quelconque la limite vers laquelle tend le rapport de 
Tangle exterieur k Tare pris k partir de ce point, k mesure 
que Tare diminue indefiniment. On nomme cercle de cour- 
bure celui qui aurait la mSmo courbure que la courbe en ce 

point, ou dont le rayon serait tel que ^^ Mt ^gal k la limite 

dont nous venous de parler. Le rayon de ce cercle est 
appele rayon de courbure de la ligne; il a pour valeur 
T unite divisee par la valeur de la courbure. 

Reprenons actuellement le problfeme que nous nous 
sommes propose. 

Soit AB (/i^. 9) la courbe donnee. II s'agit de determiner 
la valeur de la courbure en un point quelconque M. 

Si je prends. k partir de ce point, un arc MM', et que je 
mfene les tangentes MT, M' T', la limite du rapport de Tangle 
exterieur TIT' k la longueur de Tare MM' fournira la quan- 
tite cbercheofc Mais cet angle n'est autre chose que Taccrois- 
sement AV de Tangle V forme par la tangente k la courbe 
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avec I'axe des abscisses, quand i on passe du point M au 
point M'. De meme Tare MM' est Taccroiasement de Tare s 



Fig. 9. 




compt^ k partir d'une certaine origine. La limite en ques- 
tion est done celle du rapport — • 

Cette limite aurait la forme voulue ' S et pourrait 

Stre calcul6e imm6diatement si s 6tait la variable indepen- 

dante, et si V 6tait une fonction connue de s. Elle serait 

dY 
alors fournie par la dMv6e -^^ Mais, comme nous avons 

coutume de prendre Tabscisse pour variable indfipendante, 
les quantit6s V et 5 doivent Stre consid6r6es toutes deux 
comme fonction de a?. Or, on salt dans ce cas (28) que la 
deriv6e de V prise par rapport k 5, comme si s 6tait la va- 
riable ind^pendante, est 6gale au rapport des d6riv6es de V 
et de 5, prises par rapport k la veritable variable indepen- 

AV 

dante x. Done la courbure cherch6e, ou lim-r—^ est donnSe 
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(id* 

par la fraction — t-j dans laquelle le riumerateur et le 

(ts 

dx 
denominateur repr6sentent des d^rivees de forme connue. 
II ne s'agit plus que d'en calculer les valeurs. 
A cet effet, remarquons que Tangle V ayant pour tangente 

fill 

trigonometrique -j-y on en deduit 

dx 

V = arctang:7- et -^ = 



dx dx , dv' 



D'autre part, nous avons trouve precedemment 



dx^y 



^i/i-^''' 



dx"" 
II en resulte, en appelant R le rayon de courbure, 

,. AV 1 dx^ 

lim -— - ou 77 = 



'^ dx^ 



^ 



On arrive plus rapidement k la meme conclusion en 

AV 
remar quant que dans 1' expression lim— on pent, sans 

alterer la valeur de la limite, remplacer les accroissemeuts 
de Tangle et de Tare par leurs differentielles , qui n'en 
different que par des infiniment petits d'ordres superieurs; 

ce qui permet d'ecrire immediatement lini-r- =^ -j- • On en 

deduit la formule ci-dessus, d'apres les valeurs connues 
de dV et de ds en fonction de x. 
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Mais cette maniere de proceder ne se distingue pas reelle- 
inent de la premiere. Gar, prendre les differentielles de V 
et de s par rapport a a?, c'est supposer implicitement que 

I'expression -p est remplacee par 

dV 
dx 
ds 
dx 

Or, cette forme est precisement celle a laquelle on avait d6ja 
ete conduit. 



De Freycinet. — Anal, infin. 12 



CHAPITRE X. 



SUITE DE L'APPUCATION DE LA METHODE INFINITfeSIMALE. 
DfiTEREkllNATION DU CERCLE OSCULATEUR. 



72. La recherche du cercle osculateiir n'etant qu'un cas 
particulier de la theorie ginerale des contacts, nous croyons 
devoir rappeler cette demiere. 

La theorie des contacts, due, comme on salt, k Lagrange, 
repose sur la conception suivaute : 

On dit que deux courbes ont, enun certain point, un contact 
de I'ordre n, lorsque la difference des ordonnees des deux 
courbes, correspondant a un accroissement infiniment petit de 
Vabscisse, est un infiniment petit de I'ordre n h- 1. 

Cette condition est evidemment realisee quand les fonc- 
tions des deux courbes et les derivees de ces fonctions, 
jusqu'^Tordren inclusivementjprainent respectivement les 
memes valeurs pour les coordonnees du point de contact. 

Voici, en resume, les considerations qui ont conduit 
Lagrange a 6tablir cette remarquable classification des 
contacts. 

Par un meme point on pent faire passer une infinite de 
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coiirbes tangentes k une courbe donnee ; car ces courbes 
sont assujetties h la seule condition que leurs derivees pre- 
mieres soient egales, pour le point commun suppose, k la 
deriv6e de la courbe donnee : c'est le contact du premier 
ordre. L'abscisse venant d'ailleurs k croitre d'une quantite 
inflniment petite, la difference des ordonnees des diverses 
courbes est un inflniment petit du second ordre. Car si, pour 
chaque courbe, on d^veloppe la valeur de Taccroissement 
de I'ordonnee, d'aprfes la serie de Taylor, on obtient 
1° Pour la courbe y = f(x], 

2* Pour une autre courbe t/i = (p(a;), 

et la difference Ai/i — Ay est bien du second ordre , puisque 
par hypothese f{x) = (^'{x). 

Cela pos6, remarquons que les diverses courbes pourront 
§tre tres inegalement tangentes k la courbe donnee, selon 
que la difference des ordonnees sera plus ou moins petite. 
Si Tune de ces courbes, par exemple, est telle que sa deriv6e 
seconde ait la meme valeur que la deriv^e seconde de la 
courbe donnee, la difference A]/i — Ay sera un inflniment 
petit du troisieme ordre. Dans ce cas, le contact sera beau- 
coup plus intime, puisque, dans le voisinage du point com- 
mun, les deux courbes seront inflniment plus rapprochees. 
que celles dont les seules derivees premieres sont egales, et 
ce contact est dit du second ordre. 

En continuant de la sorte, on aura des contacts de plus 
en plus intimes, k mesure qu*un plus grand nombre de 



L 
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derivees auront les memes valeurs pour le point commun. 
D'une maniere generale, on appelle, comme nous Tavons 
dit en commencant, contact de I'ordre n celui qui corres- 
pond h, V6galit6 de n derivees successives, ou pour lequel la 
difference des ordonnees est un infiniment petit de rordre 
n-Hl. 

II est aise de se rendre compte des circonstances qui 
permettent k une courbe d' avoir un contact d'un ordre plus 
ou moins eleve avec une courbe donnee. Ghaqiie degre dans 
I'ordre du contact correspond k I'egalisation d'une derivee, 
II faut done que la courbe tangente ait autant de para- 
metres ou constantes arbitraires qu*il y a d'egalit^s sem- 
blables a satisfaire ou qu'il y a d'unit^s dans Tordre du 
contact, sans parler de la relation qu'elle doit dej^ verifier 
comme ay ant un point commun (le point detangence) avec 
la courbe donnee. Pour qu'nne courbe puisse Stre tangente 
jusqu'^ I'ordre n, son equation doit comprendre au moins 
n -h 1 parametres dont on puisse disposer, savoir : 1 para- 
metre pour la condition du point commun, et n autres 
parametres pour reduire k I'ordre n 4- 1 la difference des 
ordonnees des deux courbes. 

De 1^ resulte que, pour chaque espece de courbe, I'ordre 
du contact est limite par le nombre maximum de parametres 
que comporte V espece de la courbe. 

Parmi toutes les courbes de meme espece, ou ayant mSme 
nombre de parametres, on nomme courbe osculatrice celle 
dont le contact est de Tordre le plus eleve possible. 

La ligne droite (qui est une variety de courbe) a au plus 
deux parametres : son contact le plus intime est done le con- 
tact du premier ordre; ce qui est evident de soi, car des 
droites ne peuvent etre plus tangentes les unes que les 
autres k une courbe donnee. 
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Le cercle a au plus trois parametres : son contact le plus 
intime sera du second ordre, et le cercle osculateur en un 
point donne d'une courbe sera determine par les trois Equa- 
tions exprimant : 1° que la circonference passe par le point 
donne ; 2° que la derivee premiere est egale k celle de la 
courbe ; 3° que la derivee seconde est pareillement egale h 
la derivee seconde de la courbe donnee (*). 

Quand on ecrit ces trois Equations et qu'on en dEduit 
la longueur du rayon , on trouve qu'elle est Egale k 



1 



' ; ce qui est precisEment Texpression du rayon 



6^ 

de courbure. Ainsi, le cercle de courbure et le cercle oscu- 
lateur se confondent. II Etait facile de le prevoir; car quel 
est le cercle qui pourrait mesurer la courbure d'une ligne, 
sinon celui qui a avec cette ligne le contact le plus intime 
possible ? 

73. La dEtermination du rayon du cercle osculateur 
n'est pas, k proprement parler, une application de la ME- 
thode infinitesimale ; c'est une question de pure Algfebre, 
qui consiste k rEsoudre un systfeme d'equations k plusieurs 
inconnues, sans qu'il y ait lieu de faire intervenir aucun 
des thEor^mes dEmonlres sur les limites et les infiniment 
petits. 

Le memo probleme pent §tre traitE k un point de vue veri- 
tablement infinitEsimal, de la maniere suivante : 



(') La parabole comportant quatre parametres dans son Equation, le 
contact d'une courbe avec une parabole pent ^tre plus intime qu'avec 
un cercle. Le contact d'une ellipse pent 6tre plus grand encore, puis- 
que son Equation renferme cinq parametres. 
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Soient AB une courbe (fig. 10), etMCQle cercle osculateur 
cherch^ en un point M de cette courbe. 

Fig. 10. 




Le centre du cercle se trouve evidemment situe sur la 

normale MC de la courbe, puisque la courbe et le cercle ont 

la mSme tangente MT. Reste k determiner la longueur MG. 

Or, si Ton prend sur le cercle un arc infiniment petit Mm', 

le rayon, qui est egal au rapport constant de Tare a Tangle 

exterieur des tangentes, quelle que soit la grandeur de 

Tare, sera egal au rapport de Mm' a Tangle Tit', D'un autre 

c6t6, si Ton considere, sur la courbe, Tare MM' et Tangle 

T'lT, correspondant au meme accroissement deTabscisse, 

le rayon de courbure de la courbe sera exprim6, comme 

MM' 
on sait, par limppp=- Mais les arcs MM' et Mm', qui sont 

les accroissements des longueurs des deux courbes, et 
les angles T'lT, Tif', qui sont les accroissements des incli- 
naisons des tangentes, ne different respectivement entre 
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eux que par un inflniment petit du second ordre. En effet, 
la diflferentielle d'un arc de courbe quelconque est repre- 
sentee par c^o? i/ 1 -f- ^ , et cette quantity a la mSme valeur 

pour la courbe et pour le cercle, puisque, par hypo these, la 
derivee premiere est la mSme de part et d* autre. Done les 
accroissements MM' et Mm', qui different respectivement de 
leurs differentielles par un inflniment petit du second 
ordre, ne peuvent avoir entre eux qu'une difKrence de 
cet ordre. Pareillement, la dilFerentielle de Tangle fonn6 
par la tangente avec Taxe des abscisses est exprimee par 

- ; cette quantity a encore la mSme valeur pour la 



1 + -^ 



courbe et pour le cercle, puisque, par hypothese, les d^rivees 
premiere et seconde sont egales des deux c6tes. Done les 
accroissements T'lT, Tit' ne different entre eux que par un 
inflniment petit du second ordre. 

De Ih il suit que la limite du rapport de Tare k Tangle 
appar tenant k la courbe est identique k la limite du rap- 
port des quantites analogues appartenant au cercle. Or 
ce dernier rapport est constant, quelle que soit la gran- 
deur de Tare, et est egal au rayon. Done le rayon du cercle 

osculateur est exprime par lim^pT^ ou par lim^,>en 

appelant s la longueur de la courbe et V Tangle de la 
tangente avec Taxe des abscisses. En d*autres termes, il se 
confond avec le rayon du cercle de courbure. Cette conse- 
quence est directement fond6e, on le voit, sur la definition 
meme du cercle osculateur, puisqu'elle necessite que les 
derivees premiere et seconde de la courbe soient 6gales h 
celles du cercle. 
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74. Une remarque se presentesur Tordrede rinflniment 
petit qui exprime la difference des ordonn6es des deux 
courbes k partir du point de contact. 

Nous avons dit que pour le contact de Tordre n, la diffe- 
rence correspondant h un accroissement infiniment petit de 
Tabscisse jest de I'ordre n -h 1. Dans la circonstance parti- 
culiere oil la tangente commune aux deux courbes serait 
parallele k la direction des ordonn6es, Tordre de la diffe- 
rence serait moins 61eve d'une unite, Ainsi, pour le contact 
simple, la difference, au lieu d'fitre du second ordre, serait 
du premier. 

Soient en effet les deux courbes AB, A'B' (fig, 11), dont 
la tangente commune 



Fig. 11. 








p p' 



« 

en M est parallele k Taxe OY. Prenons rordonn^e voisine 
P'M'N', et formons le triangle infinitesimal MM'N'. Les 
angles N' et M sont infiniment petits, puisqu'ils ont pour 
limite z6ro, et Tangle M' converge vers 180^. Les trois sinus 
sont done k la fois infiniment petits, et les trois c6tes sont 
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du meme ordre de grandeur. La dilFerence N'M' est par 
suite du meme ordre que MM' ou que I'accroissement M'H. 
II est bien evident que cette demonstration repose tout en- 
tiere sur le parall61isme suppose de la tangente MT avec Tor- 
donn6e FN'; sans cela, on ne pourrait pas dire que Tangle 
N' converge vers z^ro. Si Ton prend, par exemple, deux 
autres courbes AB, A'B' [fig. 12), pour lesquelles ce paral- 




v/v 







l>' 



lelisme n'ait pas lieu, et qu'on forme le meme triangle 
MM'N', on reconnait que Tangle N' converge vers Tangle 
VMP, qui n'est pas nul, tandis que Tangle M continue k 
avoir pour limite z6ro. Done M'N' est infiniment petit par 
rapport k MM' ou par rapport k TaccroissementM'H. 

La particularity que nous venons de signaler est, du 
reste, indiquee par le calcul. Car dans chacune des for- 
mules qui donnent pour les deux courbes Texpression de 
Taccroissement de Tordonnee, la fonction derivee acquiert 
une valeur inflnie, puisque Tangle form^ par la tangente k 
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la courbe avec Taxe des abscisses est suppose droit exac- 
tement. 

Pour le cercle osculateur, la diiFerence des ordonn^es 
serait du second ordre, au lieu d'Stre du troisieme; et ainsi 
de suite pour les autres ordres de contact des courbes. 
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SUITE DE L'APPLICATION DE LA MfiTHODE INFINITfiSIMALE. — 
DETERMINATION DES COMPOSANTES TANGENTIELLE ET NOR- 
MALE DE LA FORGE ACC£l£RATRICE DANS LE MOUVEMENT 

VARlfi. 



75. Avant de trailer ce problfeme, nous rappellerons 
quelques considerations g6n^rales sur les mouvements. 

On sait qu'un mouvement rectiligne quelconque est re- 
presente par una equation de la forme s = f(t), dans la- 
quelle t d6signe la dur^e du temps ecoule et s la longueur 
parcourue depuis une certaine origine. On sait aussi que 

la Vitesse V est exprimee par Km — ou -r^ et la force acce- 

leratnce P par lim — ou -7- ou ennn par ^• 

Si, dans la relation s = f(t)j on regarde t et s comma 
correspondant respectivement h I'abscisse et h TordonnSe 
d'une courba, on est conduit k etablir pour les mouve- 
ments rectilignes des theories similaires de celles qui 
ont ete 6tablies pour les courbes. 

Ainsi, on dit que deux mouvements coincident k un cer- 
tain moment, lorsque, pour une certaine valeur du temps 
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ecoule, ils ont la meme vitesse. C'est un phenomene analogue 
k celui du contact de deux courbes, et il est exprime par 
regality des d^rivees premieres. La difference des espaces 
parcourus au bout d'un accroissement infiniment petit du 
temps, k partir du point de coincidence, est une quantite infi- 
niment petite du second ordre. D'une maniere generale, on 
dit que deux mouvements ont une coincidence de Tordre n 
k un certain moment, lorsque la difference des espaces par- 
courus au bout d'une duree infiniment petite est un infi- 
niment petit de I'ordre n-\-i. Cette coincidence est exprini6e 
par Tegalite des derivees, chacune k chacune, jusqu'^ Tordre 
n inclusivement. 

IjC mouvement osculateur d'un mouvement donn6 est 
celui qui a avec ce dernier le contact leplus eleve possible, 
d'apr6s le nombre de parametres arbitraires que comporte 
son Equation. Kequation la plus g6n6rale du mouvement 
uniforme 6tant s^=a-\-bt, et cette Equation renfermant 
deux parametres, sa coincidence avec un mouvement vari^ 
ne depasse pas le premier ordre. Sa vitesse est 6gale k la 
derivee premiere de Tespace parcouru dans le mouvement 
varie. L'6quation la plus generale du mouvement rectiligne 
uniformement vari6 6tant s = a -h 6f -h ct*, sa coincidence 
pent etre poussSe jusqu'au second ordre. II joue done, <^ 
regard des mouvements rectilignes varies, un r61e corres- 
pondant k celui du cercle osculateur vis-i-vis des courbes. 
Sa vitesse est exprimee par la d6riv6e premiere, et sa force 
acceleratrice par la deriv6e seconde de I'espace parcouru. La 
difference entre les accroissements des longueurs d^crites 
pendant une duree infiniment courte. k partir de la coinci- 
dence des deux mouvements, est un infiniment petit du 
troisieme ordre. 

On ramene le niouvement curviligne au rectiligne en le 



r 
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consid^tant comme provenant de la combinaison de trois 
mouvements rectilignes s'exerQant chacun le long d'un des 
axes de coordonn^es. La vitesse d'un de ces mouvements 
parliels est 6gale k la derivee premiere, et la force h la. d6- 
rivee seconde de la longueur parcourue sur Taxe. En vertu 
des lois sur la composition des mouvements, la vitesse du 

^j 

mouvement curviligne est egale h \/u^-^ v^-hw^ ou -r, 

dt 

en designant par lOyV^w les vitesses suivant les trois axes ; 



la force acceleratrice totale est 6gale ^ v^X'^ -r Y* 4- ZS en 
appelant X, Y, Z les forces partielles suivant les axes. Cha- 
cun des mouvements composants a une coincidence du 
premier ordre avec le mouvement uniforme ayant pour 
vitesse la deriv6e premiere , et une coincidence du second 
ordre avec le mouvement uniformement varie ayant pour 
force constante la derivee seconde. Le mouvement oscula- 
teur du second ordre du mouvement curviligne est done 
produitpar une force constante dont les trois composantes 
seraient X, Y, Z , c^est-^-dire par une force constante ayant 
la grandeur et la direction de la force donnee au moment 
de la coincidence. La trajectoire decrite sous I'influencc 
d'une telle force et d'une telle vitesse acquise est, comme on 
sait, uneparabole. Le mouvement osculateur du mouvement 
curviligne est nomme paraboUque^ etil jouit dela propriete 
que la difference entre les ordonn6es des deux mouvements, 
prises suivant un axe quelconque, au bout d*une duree 
inflniment courte k partir de la coincidence, est un infi- 
niment petit du troisieme ordre. 

76. Occupons-nous maintenant de determiner les compo- 
santes tangentieUe et normale de la jforce qui produit un 
mouvement curviligne. 
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Soient AB(fig. 1 3 ) la trajectoire d6crite ( * ) , M la position du 
mobile k un certain moment, MP la force accel6ratrice, 
et MT, MC les directions de la tangente et de la normale au 
point M. Nous voulons avoir les composantes T et de la 
force suivant MT et MC. 

Fig. 13. 




Si la composante T agissait seule, le mobile, sous Tin- 
fluence de cette force et de la vitesse acquise, parcourrait 
pendant le temps infiniment petit M une certaine longueur 
MK. Si la composante Q agissait seule, le mobile parcour- 
rait une certaine longueur ML En vertu deces actions simul- 
tan^es, le mobile parcourt r^ellement Tare de courbe MM' 
et se trouve en M' au bout du temps M. 

Le mouvement suivant MT etant rectiligne, la force T 

de ce mouvement est egale ^ ^> en designant par <s la 

(* ) Nous avons suppose sur la figure, pour plus de simplicity, la tra- 
jectoire plane; mais le raisonnement serait le m6me si elle ^tait a 
double courbure. 
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longueur decrite sur la tangente. Or M'K 6tant perpen- 
diculaire k MT, la longueur MK ou Ad ne diflf^re que par 
un inflniment petit du troisieme ordre de Tare MM' ou 
A5 (62). Done A* (7 et A* 5, qui sont des inflniment petits du 
second ordre, different entre eux par un inflniment petit 
d'ordre sup6rieur (*), et des lors peuvent etre substitues 
Tun k Tautre dans les expressions 

hm^ethm-^, ou-^et _ 

Done enfln on obtient 

Quant k la composante normale Q, on a 6videmment 

2 MI 



= lim 



A^^ 



Ea effet, h d^signant, d*une manifere g6n6rale. Taccrois- 
sement de respace parcouru x pendant le temps A?, dans un 
mouvement rectiligne quelconque, on pent poser 

, dx ^ 1 d^x ^ . 

ou bien, en appelant v la vitesse et cp la force, 

h-=-.ubkt -+- 1—^ 9 Ai* -h . . . . 

(') II est facile de se rendre compte que si la difference entre Ao 
etAsest du troisieme ordre, la difference entre A' a et A*s sera aussi 
du troisifeme ordre ; car, lorsqu*on a ^ la fois 

Ao = As -4- Ma', 

Affj = As, -f- M, a', 

a repr^sentant Tinfiniment petit du premier ordre, on en deduit : 

A<y, — Ad = As, — As -t- a'(M,— M), 
ou 

A«o ^'A«s-i-a»(M,— M). 
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Mais, dans le cas present, la vitesse suivant MG est nulle 
au depart du point M; done w = o (*), et <p est exprime par 

lim ^ : ce qui est bien la relation annoncee 

^ MI 

Reste h trouver la valeur deMI. Remarquons d'abord que 
si nous decrivons le cercle osculateur de la trajectoire en M, 
et si nous prolongeons M'K en n, la longueur ML pourra 

2MI 

etre substitute k MI dans I'expression lim-^-^- En effet, LI 

ou nW est du meme ordre que m'M', comme il est facile de 
s'en convaincre par Tinspection du petit triangle M'nm'. 
Done LI est un infiniment petit du troisieme ordre, c'est- 
^-dire d'un ordre sup^rieur k MI, qui est du second. D'autre 
part, dans le triangle rectangle MnD, on a 



Mais a la corde Un on pent substituer son arc, ou meme 
MM', puisque ces quantites ne different entre elles que 
par un infiniment petit du troisieme ordre, et qu'on se 
propose de passer aux limites. Quant h la ligne MD, elle est 
le double du rayon, de courbure R. II en resulte 



( * } L'accroissement h est done un infiniment petit du deuxi^me 
ordre. II ne faut pas s'en ^tonner; car la vitesse initiale 6tant nulle, 
cet espace parcouru est du uniquement^laforce.Or une force finie 
ne pent, dans un temps infiniment petit, faire d^crire qu'une longueur 
infiniment petite par rapport au temps. 
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.et, par suite, 

= lim ' 



d'ou enfin 

Y2 

^ R^ 

ce qui est Texpression qu'on a coutume de donner a la 
composante normale ( * ) . 

( ' ) Gette demonstration paraitra peut-etre longue, beaucoup plus 
longue assur6ment que celle donn^e dans la plupart des trait^s ; mais 
il s'agit ici, avant-tout, de montrer ce qui assure la rigueur de la 
M6thode infinit^simale. II ne nous ^tait done pas loisible de passer 
l^gerement sur les points interm6diaires, et il fallait mettre en Evi- 
dence, chaque fois, les principes qui donnent le droit de remplacer 
telle quantity infinit^simale par telle autre. Si les demonstrations 
ordinaires sont plus rapides, c'est parce qu'on y sous-entend les 
considerations que nous avons tenu k formuler explicitement. C'est 
d'ailleurs ce qui ressortira davantage des Ghapitres suivants. 



De Freycinet. — Anal, infin. J 3 



CHAPITRE XIL 



AUTRE MANlfeRE DE PRESENTER LES RfiSULTATS QUI PR£- 
CfeDENT, OU MfiTHODE DISSIMILATION. — APPLICATION 
A LA DETERMINATION DE LA LONGUEUR ET DE L^AIRE 

DUNE COURBE. 



77. La facult6 de remplacer I'une par Tautre, dans un 
calcul de limitcs, deux quantites infiniment petites qui ne 
different entre elles que par un iufiniment petit d'ordre sup6- 
rieur, revient h considerer ces quantites comme identiques 
relativement aux operations k effectuer. En d'autres termes, 
on pent les assimiler Tune a Tautre, et s'en servir indiife- 
remment dans le cours du raisonnement. De Ik le nom de 
Mcthode d' assimilation, sous lequel nous designerons ce 
mode de demonstration. 

En se plagantkun semblable point de vue, on reussit ^ 
abreger sensiblement le discours. Et cela se concoit, puis- 
que, 6tant admis une fois pour toutes que les quantites sont 
parfaitement assimilables, il devient inutile, a chaque sub- 
stitution operee dans la suite du calcul, de rappeler les prin- 
cipes qui rendent cette substitution legitime. Nous avons 
dit, par exemple, que la difference entre un arc de courbe 
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• 

infiniment petit et la portion de la tangente interceptee par 
les memes ordonn6es est une quantite infiniment petite du 
second ordre, et que des lors ces deux longueurs peuvent 
gtre remplac6es Tune par Tautre dans toutes les expressions 
de limites de sommes ou de limites de rapports. Nous 6non- 
cerons cette v6rit6 en d'autres termes, en disant que Tare 
de courbe peut etre assimil6 h une droite, sur line portion 
infiniment petite de sa longueur; et quand nous aurons h 
flgurer cet arc g6om6triquement, nous lui donnerons une 
apparence rectiligne. Les relations d6duites de Texamen de 
la figure seront toujours etablies en supposant que cet arc 
est effectivement une tres petite ligne droite. De meme, dans 
un mouvement rectiligne vari6, 1'espace parcouru au bout 
d'une dur6e infiniment petite ne differe que par un infi- 
niment petit du second ordre de celui qui serait parcouru 
si la Vitesse demeurait constante. On assimile done ces 
espaces I'un k Tautre, ou, ce qui revient au mSme, on 
regarde le mouvement vari6 comme uniforme pendant un 
temps infiniment court. On dit aussique Fel^ment (*) d'une 
courbe est rectiligne, et que Telement d'un mouvement 
vari6 est uniforme. 

C'est d'apres le m6me ordre de considerations que Tac- 
croissement infiniment petit d'une quantite est d6signe par 
la difi'^rentielle, et que, selon les besoins du calcul, on ecrit 
indifferemment dans les formules Ay ou dy ; bien que ces 



(*) II faut se garder d'attacher au mot 4l4ment, ainsi employ^, 
aucune id6e de partie constitutive, LMl^ment n'est pas une portion 
d6termin6e de la grandeur consid^r^e. Ge terme est simplement syno- 
nyme d'infiniment petit. Quand on dit que les 6J6ments d'une courbe 
sent rectilignes, cela signifie que, sur une longueur infiniment petite, 
Tare de courbe peut, au point de vue d'un calcul de limites, 6tre 
consid6r6 comme une ligne droite, et les formules 6tre etablies en 
consequence. 
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symboles ne correspondent pas, en r6alit6, h des grandeui's 
' identiques, mais parce que la difference entre elles est un 
infiniment petit d'ordre superienr. Gette assimilation s'etend 
aux diverses categories differentielles, etl'on 6crit k volonte 
A*i/ ou d*i/, A'y ou (Fy, etc., etc. 

Pour bien apprecier la mSthode dont nous parlous, 11 
convient de I'etudier sur divers exemples. Aussi repren- 
drons-nous, h ce nouveau point de vue, les principaux cas 
trait^s pr6cedeniment, et nous rechercherons de quelle 
maniere la forme du raisonnement se trouve modifl^e. 



78. Occupons-nous de determiner la longueur d'un arc 
de courbe AB (fig, 14). 

Fig. 14. 




Soit MM' un Element de la courbe. Menong les coordon- 
nees MP, M'P' des extremit^s, et tragons MH parallele ^ Taxe 

des abscisses. Le triangle MM'H etant rectangle, on a 



MM' =z: VMH V M'H\ 
Or, MH, M'H et MM' repr^sentent respectivement les diffe- 
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rentielles de Tabscisse, de rordonn^e etde I'arc delacourbe, 
c'est-i-dire to, dy et ds. Gette relation prend done la forme 
suivante : 



ds = \/dx^ -h dy^ ou ds^=:dxi/ i-\- -^ ; 

d'ou, en designant par Xq et Xi les abscisses OC et Ot) des 
extremites de Tare donne, 



=rw 



5 = / to 4 / 1 -h ^ 



^ w dx^ 



Cette int6grale a la forme voulue / f{x)dx, puisque 



dy' 
est le carre de la derivee de la fonction qui exprime Tor- 

donnee de la courbe. 

Le proc6d6 dont nous venous de faire usage est Men plus 
expeditif que celui qui est expose au n*^ 69. Mais il est 
manifesto que sa plus grande simplicite tient uniquement k 
ce qu'on y sous-entend certains principes formulas explici- 
tement au numero pr6cite. En efFet, pour que la {relation 
fondamentale des triangles rectangles soit applicable au 
contour MM'H, il faut que MM' soit une ligne droite ou 
puisse etre consider^e comme telle. D' autre part, pour que 
M'H puisse etre remplacee par dy, il faut que le point M' 
appartienne reellement k la tangente MT. De ces deux con- 
ditions reunies, il suit que Tare MM' est implicitement assi- 
mile k la portion MN de la tangente MT. Or, ce qui fait la 
l^gitimite de cette assimilation, c'est pr6cis6ment la faculte 
de remplacer les uns par les autres des iuflniment petits qui 
ne different entre eux que par un infiniment petit d'ordre 
superieur. C'est le memo motif qui permet d'ecrire imm6- 
diatement ds au lieu de MM' ou ^s ; car la differentielle et 
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raccroissement sont 6gaux, k un infiniment petit prfes du 
second ordre. En r6sum6, la m6thode ci-dessus n'est plus 
rapide quVn apparence^ et elle presuppose la demonstration 
rigoureuse des theoremes relatifs aux infiniment petits. 



79, Evaluons maintenant la surface ABDG (fig. 15) com- 
prise entre la courbe AB, Taxe des abscisses et les ordon- 
nees AC, BD. 

Fig. 15. 








Soit MPP'M' un element de la surface, c'est-k-dire une 
bande correspondant h Tel^ment MM' de la courbe. L'aire 
de ce trapeze infinitesimal est egale k la hauteur PP' multi- 
pli6e par np, parallele k la base MP, et k 6gale distance de 
cettebase et'de MT'. On a done 

MPP'M' = npxPF. 

Mais PP' et MPP'M' repr6sentent respectivement les diffe- 
rentielles dx et dk de Tabscisse et de Taire cherchee. Quant 
k npy infiniment voisin de MP, on pent le remplacer par y. 
II en r6sulte 

(^A = y dx, 
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et, en integrant, 

f ydx. 

II y a lieu de faire les mSmes re marques que pour la 
question prec^dente. Car ce sont encore les mfimes principes 
qu'on sous-entend pour donner plus de simplicite apparente 
au raisonnement. Si MPP'M' est un trapeze, c'est parce que 
MM' est assimil6 k une ligne droite; et si np est remplace 
par y, c'est parce que ces deux di^oites, qui sont flnies, dif- 
ferent d'une quantite infiniment petite (*) ; si enfinMPP'M' 
est repr6sente par d(A, c*est parce que la difFi§rentielle de 
I'aire et son accroissement peuvent Stre substitu6s Tun h 
I'autre. En y regardant de pres, nous retrouvons ainsi tons 
les elements des demonstrations donnees anterieurement. 

( ' ) On peut dire aussi que la substitution &q y h, np revient k sub- 
stituer le rectangle MPP'H au trapeze MPP'M'. G'est k cette con- 
clusion que nous arrivions au n® 66, et cela parce que le rectangle 
et le trapeze ne different entre eux que par un infiniment petit du 
second ordre. 



CHAPITRE XIII- 



SUITE DE LA MfeTHODE D' ASSIMILATION. 
APPLICATION A LA THEORIE DES CONTACTS ET AU CERCLE 

OSCULATEUR. 



80- Dans la m6thode d' assimilation, on dit que deux 
courbes qui ont un contact de Tordre n peuvent etre con- 
sid6rees comme ayant n Elements cons^cutifs communs ou 
n H- 1 points communs infiniment voisins. C'est la genera- 
lisation du point de vue relatif au contact simple ou contact 
du premier ordre, d'apres lequel la courbe est consid6r6e 
comme ayant un 61ement commun avec sa tangente. 

II importe d'expliquer Torigine et le veritable sens de cette 
locution. 

On salt que le contact de deux courbes est appel6 de 
r ordre n, lorsque la difference des ordonn^es relatives knn 
accroissement infiniment petit de Tabscisse est une quan- 
tity infiniment petite de I'ordre n + 1 ; et cette condition est 
elle-meme remplie lorsque les fonctioris des deux courbes, 
etleurs deriv6es jusqu'kTordre n inclusivement, sont 6gales 
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chaciine h chacune, ou, ce qui revient au mome, lorsqu'on 
a la suite de relations : 

,. Av ,. AY 
Aj? Ao? 

A^-M A*Y 

hm^-lim— , 

,. A'v T A^Y 



,. A^v ,. A«Y 
Aa;'* Aa?'* 



1/ et Y designant respectivement les ordonn6es des deux 
courbes. 

Orprenons sur Tune des deux courbes, k partir du point 
de contact x, j/, un second point dont les coordonnees 
soient a? -+- Ao? et 2/ -+- Ay. La difference Ay represente la dif- 
ference des ordonn6es de ces deux points, et la d6riv6e -y^ 

ou lim--^ correspond k la consideration de deux points de 

la courbe. 

Si je donne k Tabscisse un nouvel accroissement ^x, il 
en r6sultera un nouvel accroissement pour Tordonnee, et 
un troisifeme point sera determine sur la courbe. Soit Ai/j 
ce nouvel accroissement de y. La difference entre le premier 
accroissement de Tordonn^e et celui-ci sera, d'apres les 
notations adoptees dans le Galcul infinitesimal, representee 

par A* J/; et la derivfie -r-^ ou limY-j s'introduit ainsi k la 

suite de la consideration de trois points de la courbe. 

Si je fais encore croitre Tabscisse de la meme quantite, 
j'aurai un nouvel accroissement Aj/3 de Tordonnee et un 
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quatrieme point sur la courbe. Entre le deuxieme, le troi- 

sieme et ce dernier, je pourrai former une nouvelle difference 

seconde A*t/2» comme j'en ai forme une entre le premier, le 

deuxieme et le troisieme point. La difference entre ces deux 

differences secondes est representee par A^y; en sorte que 

d^iJ A'l/ 

la derivee ^-4 ou lim —-^ s'introduit h la suite de la consi- 

deration de quatre points de la courbe. 
Eu/continuant de raisonner ainsi, on voit que la derivee 

-r-^ implique, pour ainsi dire, qu'on envisage sur la courbe 

n -t- 1 points cons^cutifs, obtenus en augmentant chaque 
fois Tabscisse de la quantite Aa?. 

D'apres cela, quand on suppose que les courbes ont un 
contact de Tordre n, ou que les n premieres derivees de leurs 
fonctions sent egales chacune h chacune, on se trouve dans 
le meme cas que si ces deux courbes avaient n-hi points 
consecutifs communs; ce qui signifle que si ces n -h 1 points 
etaient communs en effet, les derivees auxquelles pourrait 
donner lieu la consideration des differences de divers ordres 
de leurs coordonnees seraient entre elles dans les memos 
relations que lorsqu'on suppose simplementTexistence d*un 
seul point commun et un contact de Tordre n en ce point. 
G'est dans ce sens uniquement qu'on doit entendre que 
deux courbes ont n -+- 1 points ou n elements communs. 

D'apres ces locutions, on definit la courbe osculatrice 
d'une courbe donnee en disant que c'est celle qui a avec 
elle autant de points communs qu*il y a de constantes 
ou de parametres arbitraires dans son equation. La ligne 
droite a done, ainsi que nous Tavons dej^ dit, un seul 
element commun avec une courbe, et le cercle osculateur 
en a deux. 
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81. Les personnes qui d^butent dans I'etude de TAna- 
lyse, et qui entendent dire que deux courbes dont le 
contact est de Tordre n ont n -h 1 points communs inflni- 
ment rapproches, conservent parfois des idees trfes vagues 
et souvent meme fausses de cette maniere d'exprimer le 
phenomene. Aussi croyons-nous devoir donner encore 
quelques explications. 

Au fond, deux courbes ne peuvent pas plus avoir n -+- 1 
points communs, qu'il n'est possible h la droite tangente 
d'en avoir deux et au cercle osculateur d'en avoir trois. 
Quelque intime que soit le contact, les lignes se touchent 
toujours reellement par un point unique ( * ) . Ce qui distingue 
le contact de la simple rencontre, et, parmi les divers con- 
taicts, ce qui en marque le degre, c'est la maniere dont les 
lignes se comportent dans les environs du point commun. 
D'une manifere absolue et en prenant les choses k la lettre, 
r expression A' elements communs k deux lignes ne signifie 
rien. Dans une ligne il n'y a pas d'616ments indivisibles^ 
conQus comme r6unissant deux points reellement consecutifs 
ou entre lesquels aucun autre point ne pourrait se trouver. 
II y a des arcs plus ou moins etendus, comprenant tou- 
jours, malgre leur extreme petitesse, un nomhre infini de 
points geometriques^ La coincidence de deux lignes, le long 
d*un element, mSme r^duit au-dessous de toute grandeur 
imaginable, impliquerait leur parfaite identite dans toute 
leur 6tendue ; car deux lignes ne peuvent jamais avoir qu'un 
nombre limite de points communs, en rapport avec le 



( * ) Ce point de vue 6tait nettement accuse dans la Gr^om^trie ancienne, 
oil Ton d^finissait lignes tangentes celles qui se touchent par un seul 
point. Cette definition, bien que devenue insuffisante par suite des 
travaux de generalisation realises par la Geometrie moderne, n'en 
est pas moins le veritable germe de toute notion juste du .contact. 
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nombre de parametres de leurs Equations. Lors done qu'on 
parle d'un 616nieiit commun k deux lignes, cela slgnifie 
simplement que, dans irn calcul de limite, on pourra rem- 
placer une portion infiniment petite d'une de ces lignes par 
laportioncorrespondantede I'autre, parce que la valeur de 
la limite n'ea est point changSe. 



a recherche du cercle osculateur d'une 
courbe donn^e AB {fig. 16|. 

Pig. IB. 




D'apres ce que nous avons dit au commencement de ce 
Chapitre, le cercle a trois points cons^cutifs communs avec 
la courbe, k partir du point de contact M. Si done nous 
donnons k x des accroissemcnts 6gaux PP', P'P", les points 
correspondants M', M' de la courbe appartiendront au eercle 
en m^me temps que le point M. Le centre C sera dSterming 
par la rencontre des perpendiculaires IG, I'G, menses res- 
pectivement par le milieu des 616ments MM', M'M". La 
valeur du rayon s'ensuit n6cessairemenl : car la figure ICI' 
6tant un secteur circulaire, le rayon est ^gal k Tare divis6 
par Tangle, au centre ; done IC on R a pour expression 
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3rcIT' 

ppr, • Mais ir est egal k la demi-somme de MM' + M'M", 



angle ICi' 

ou k la demi-somme de ^ds, ou k ds. Quant k Tangle IGF, 
il est egal k Tangle MGM', ou k Tangle form6 par les deux 
tangentes menees en M et M', ou enfin k la differentielle dV 
de Tangle forme par la tangente avec Taxe des abscisses. 
On a en consequence 

^ ds \ d\ 

expression dans laquelle il ne reste plus qu'k remplacer dV 
et ds par leurs valours connues. 

En se reportant aux Chapitres precedents, on constate 
sans peine : 1^ que la formule est identique k celle trouvee 
au n** 73 ; 2° que la maniere meme d'obtenir ce rayon, 
dans la presente methode, prouve clairement son identite 
avec le rayon de courbure, puisqu'on exprime qu'il est 
egal a un arc inflniment petit de la courbe divise par Tangle 
des tangentes menses aux extremites de cet arc. 

La meme construction apprend encore que le centre du 
cercle osculateur pout etre regarde comme determine par 
I'intersection de deux normales k la courbe infiniment voi- 
sines; ce qui signifie que deux normales etant men6es k 
deux points de la courbe, et ces normales 6tant ensuite 
rapprochees de plus en plus Tune de Tautre, leur point de 
rencontre tend k passer par le centre du cercle osculateur. 

La marche que nous venous de suivre pour resoudre ce 
problfeme, et qui nous a conduit tres simplement au re- 
sultat, emprunte 6videmment toute sa rigueur aux prin- 
cipes deji demontres sur les infiniment petits. Nous avons 
suppos6 en effet : 1** que les points de la com^be apparte- 
naient au cercle osculateur, ou que Tangle de deux tan- 
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gentes consecutives de la courbe ne dififeraient point de 
Tangle des tangentes correspondantes du cercle; 2** que 
Tare de la courbe ne difFerait point de Tare de la circonfe- 
rence; 3' que les accroissements de la longueur de la 
courbe e% de Tangle form6 par la tangente avec Taxe des 
abscisses 6taient ^gaux h leurs diflferentielles. Ges di verses 
hypotheses ne seraient pas legitimes, si Ton n'avait pas 
pr6alablement 6tabli les ordres comparatifs de grandeur 
des diverses quantites consider6es, et si Ton n'avait pas 
demontr6 que deux infiniment petits, dont la difference 
est d'un ordre superieur, peuvent etre substitues Tun h 
Tautre dans un calcul de limites. 

83. II est ais6 de voir que le raisonnement ne s'appli- 
querait plus si, au lieu du cercle osculateiu", il s'agissait 
d'un cercle tangent quelconque. En efTet, ce raisonnement 
s'appuie, comme nous venons de le dire, sur ce que Tangle 
des deux tangentes cons6cutives de la courbe pent etre 
remplace par Tangle des tangentes correspondantes du 
cercle. Or, si nous considerons le triangle infinitesimal 
ayant pour sommet le point de rencontre des deux tan- 
gentes consecutives de la courbe, et pour base la partie de 
Tordonnee du second point interceptee par la tangente du 
premier, cette base est un infiniment petit du second ordre 
par rapport aux autres c6tes du triangle. Par consequent 
Tangle des tangentes est un infiniment petit du premier 
ordre. Si Ton envisage le triangle analogue forme par les 
tangentes du cercle, la base de ce triangle differ era de 
celle du precedent de toute la partie de Tordonnee com- 
prise entre la courbe et le cercle. Lorsque le cercle est 
simplement tangent, cette difference est du second ordre 
ou de Tordre de la base elle-meme; et Tangle des tan- 
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gentes du cercle differe de Tangle des tangent es de la 
courbe par un infiniment petit du mgme ordre que ces 
angles. La substitution n'est done pas possible. Mais lors- 
que le cercle est osculateur, la portion d'ordonn6e com- 
prise entre lui et la courbe est du troisifeme ordre, d'ou il 
suit que la difference des angles est d'un ordre superieur k 
I'ordre de ces angles eux-mSmes, Des lors ils peuvent Stre 
remplaces Tun par Tautre ; et c'est ce qu'implique la demon- 
stration prec6dente. 

Cette distinction entre les conclusions qu'on pent tirer, 
selon qu'on est en presence d'un cercle osculateur ou d'un 
cercle simplement tangent, nous montre quelle attention il 
faut apporter h se servir de la m^thode d'assimilation. 
On doit etre en garde centre le danger de s'appuyer sur de 
fausses assimilations, dans le cours du raisonnement, et 
Ton n'y echappe qu'en ayant toujours present k Tesprit 
I'ordre exact de grandeur des divers infiniment petits aux- 
quels on a affaire. 



CHAPITRE XIV. 



SUITE DE LA MfiTHODE D'ASSIMILATION. — APPLICATION 
A LA RECHERCHE DES COMPOSANTES TANGENTIELLE 
ET NORMALE DE LA FORCE ACCfiLlfcRATRICE DANS UN 

MOUVEMENT QUELCONQUE. 



84, La coincidence des mouvements donne lieu k des 
assimilations analogues a celles du contact des courbes. 

Quand deux mouvements rectilignes varies ont une coin- 
cidence de Tordre n, c'est-^-dire quand les espaces par- 
courus au bout d'une duree infiniment petite n'ont entre 
eux qu'une difference de Tordre n h- 1 , on dit que ces mou- 
vements se confondent ou sont assimilables Tun h Fautre 
pendant n instants consecutifs.Les considerations qui moti- 
vent cette locution sont de meme nature que celles qui font 
Tobjet du n^ 80; aussi croyons-nous inutile de les repro- 
duire. 

Le mouvement osculateur d'un mouvement donne est 
celui qui se confond avec lui pendant le plus grand nombre 
possible d'mstants consecutifs. Un mo;ivement varie est 
done regarde comme se confondant : 

Pendant un instant, h partir du point de coincidence, 
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avec le mouvement osculateur du premier ordre, c'est-^- 
dire avec le mouvement uniforme qui a pour vitesse celle 
du mouvement varie au point de coincidence ; 

Pendant deux instants, k partir du point de coincidence, 
avec le mouvement osculateur du second ordre, c'est-^- 
dire avec le mouvement uniformement varie qui a pour 
force constante celle qui sollicile le mobile au point m^me 
de la coincidence ; 

Et ainsi de suite pour un nombre dlnstants de plus en 
plus grand. 

Le mouvement osculateur du second ordre d'un mouve- 
ment curviligne quelconque est, d'apres ce qu'on a vu au 
n** 75, le mouvement parabolique; on le considere commc 
se confondant avec lui pendant deux instants consecutifs. 
En djautres termes, un mouvement curviligne est assimile, 
pendant deux instants consecutifs, au mouvement qui 
serait engendre par une vitesse initiale et par une force 
constante en grandeur et en direction. 

85. Cela pose, occupons-nous de determiner k un moment 
donne la grandeur des composantes tangentielle et normale 
de la force variable qui produit un mouvement curviligne 
quelconque. 

Soit AB (fig. 17) la trajectoire parcourue par le mobile, 
et M le point pour lequel il s*agit de trouver les compo- 
santes de la force motrice. Soient MM' et M'M'' les elements 
decrits k partir de ce point, pendant deux instants conse- 



cutifs dt. 

Le mouvement pent etre regarde comme uniforme le long 
de Telement MM', en sorte qu'on a 

Y — ML — ^. 

~~ dt ~' dt 

De Freycinet. — Ana?, infin. |4 
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Si la force cessait d'agir au dela du point M', le mouvement 
se continuerait uniformement sur M'T, prolongement de 
MM'. G'est pr^cisement I'influence de la force, pendant 
I'instant suivant, qui fait parcourir au mobile Telement 
M'M", distinct de la droite M'T. 

Fig. 17. 




Formons le rectangle M'KM'^I et concevons la force de- 
composee suivant la tangente M'T et la normale M'G. La 
longueur M'K representera Tespace parcouru sous Tin- 
fluence de la vitesse V et de la composante tangentielle T, et 
la longueur M'l representera Tespace parcouru sous Tac- 
tion de la composante normale Q. 

La force motrice 6tant constante pendant ce temps infini- 
ment petit, les composantes le sont aussi, et Ton a : 

V Pour le mouvement rectiligne sur M'T, 






dr 
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2° Pour le mouvement rectiligne sur M'C, 

Or, dans le triangle rectangle M'M"D, forme par le dia- 
metre du cercle osculateur et les cordes M'M" et M''D, le 



segment M'l est 6gal h wn- ou k 5^; on en dedmt 

Ces valeurs de T et de Q, determinees pour le point M', 
conviennent egalement pour le point M; attendu que, ces 
points etant inflniment voisins, la force est demeuree 
constante dans Tintervalle. 

86. Voil^ certes, comme nous I'annoncions k la fin du 
n** 76, une demonstration beaucoup plus simple et plus 
rapide que celle qu'on obtient par la methode ordinaire. 
Mais au risque de trop nous repeter, qu'on nous permette 
de faire ressortir encore la complete identite qui existe au 
fond entre cette demonstration et celle du numero precite. 

( * ) L'6quation de tout mouvement rectiligne produit par une force 
constante, et sans vitesse initiale, est 



1 
e = 

d'oii 



e = 5?T«, 



2e 

9 6tant la force, e Tespace parcouru et t le temps employ^. Or, dans 
le mouvement suivant lanormale M'G, Tespace parcouru est M'l, le 
temps est dt, et il n'y a pas de vitesse initiale au point de depart M', 
dans le sens de M' C : done 

^ dt- 
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Si nous avons pu regaxder la force comme constante 
pendant un temps infiniment petit, c'est parce que Tespace 
parcouru sous Taction d'une pareille force ne difFere que 
par un infiniment petit d'ordre sup6rieur de Tespace par- 
couru sous Taction d'une force constante ; et si nous avons 
puregarder M'M" comme appartenant au cercle osculateur, 
c*est parce que Tare de courbe ne difFere de Tare de cercle 
que par une quantite infiniment petite relativement k ces 
arcs eux-memes. Si enfin nous avons pu remplacer Taccrois- 
sement de Tare par sa differentielle, et considerer M'M" 
comme 6tant aussi bien une corde du cercle qu'une portion 
de la circonference, c'est toujours parce que ces hypotheses 
introduisent des erreurs d'un tel ordre de petitesse, que les 
valours des limites n*en sont point alterees. 

87. Une des choses qui etonnent le plus les commen- 

cants, dans le probleme pr6c6dent, c*est la diversite des 

points de vue sous lesquels on envisage le phenomene, 

selon les quantites qu'on se propose de calculer. Ainsi, 

quand il s'agit d'obtenir la vitesse, on admet que le mouve- 

ment est uniforme ; quand on evalue la composante tan- 

gentielle, on le regarde comme rectiligne et uniformement 

varie; enfin quand on cherche la composante normale, on 

suppose que la direction varie d'un instant k Tautre. Ces 

di verses hypotheses sont marquees dans les formules dont 

MM' 
nous avons fait usage : 1° Nous avons 6crit V = '~t-> ce 

at 

qui est la meme relation qu'on obtiendrait dans le cas ou 

MM' serait parcouru d'un mouvement uniforme; 2** nous 

dY 
avons pos6 T=:i-^j ce qui implique que Taccroissement 

de la Vitesse, engendre efiectivement sur Tare de courbe, 
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peut etre consid^re comme engendre sur la droite M'T; 

2M'I 
3° nous avons admis = —tj^ -> ce qui implique que le 

mouvement affecte une direction distincte do la tangentc 
M'T, autrement M'l serait identiquement nul. 

II est facile de se rendre compte de la legitimite de 
chacune de ces hypotheses : 

1** La Vitesse 6tant exprimee par la limit e du rapport de 
la longueur decrite au temps employ^, on peut remplacer 
cette longueur par toute autre qui n'en differe que par un 
infiniment petit du second ordre. On peut done considerer 
MM' comme etant decrit avec une vitesse constante ; 

2° La composante tangentielle etant exprimee par la limite 
du rapport de Taccroissement de la vitesse sur la tangente 
a Taccroissement du temps, ou par la limite du rapport de 
la difference seconde de la longueur parcourue au carr6 du 
temps employ^, on peut remplacer cette difFi^rence seconde 
par toute autre quantit6 qui n'en differe que par un infi- 
niment petit du troisieme ordre. Or les elements M'M" et 
M'K ont entre eux une difference du troisieme ordre. On 
peut done les remplacer Tun par Tautre, ou considerer le 
mouvement comme s'exercant suivant la tangente ; 

2M'I 
3° La composante normale etant egale ^-ji^-y etM'I6tant 

par consequent du second ordre, on ne pourrait remplacer 
M'l que par une quantity dont la diflference avec M'l serait 
du troisieme ordre. Or, si Ton supposait le mouvement 
dirig6 suivant M'T ou suivant toute autre direction que 
M'M", cela reviendrait k annuler M'l ou a le remplacer par 
une quantite dont la difference serait du second ordre ; ce 
qui altererait la valeur de la hmite. Voil^ pourquoi il est 
necessaire de tenir compte du changement de direction 



214 TROISIEME PARTIE. — METHODE IISFINITESIMALE. 

entre MM' et M'M" pour avoir la valeur de la composante 
normale (*). 

( * ) On peut constater comment la demonstration tient compte de ce 

que c'est suivant la tangente et la normale, et non pas suivant d'au- 

tres directions, que la decomposition de la force accd^ratrice est sup- 

pos^e eflfectu6e. Dans la recherche de la composante tangentielle, 

d*s 
ce qui permet d'ecrire T = --t^ » ou ce qui permet de substituer Tare 

de courbe M'M' k la portion de la tangente M'K, c'est que ces elements 
different entre eux seulement par un infiniment petit du troisi^me 
ordre; et si cette difference est telle, c'est parce que M'K est per- 
pendiculaire k M'T, ou parce que la force motrice est decomposee 
suivant les directions de la tangente et de la normale. Si Ton adoptait 
toute autre direction que la normale, la difference entre les elements 
de la courbe et de la tangente serait du second ordre, ce qui ne 
permettrait plus la substitution. 



r 



CHAPITRE XV. 



GONSIDfiRATIONS G£n£RALES SUR L' ANALYSE 

INFDsITESIMALE . 



88. Si nous envisageons dans leur ensemble les consi- 
derations presentees dans les Chapitres prec6dents, nous 
pourrons nous rendre compte, plus exactement que nous ne 
I'avons fait au debut de ce livre, de Tobjet de la Methode 
inflnitesimale et de son veritable r61e dans T Analyse. 

L'objet de la Methode infinitesimale est, comme nous 
I'avons deji indique, de ramener a une application de 
Calcul differentiel ou integral, c'est-^-dire k une pure 
affaire d'Algebre, le calcul des quantites qu'on ne sait pas 
exprimer directement en fonction des elements connus de 
la question. 

Pour y parvenir, on regarde ces quantit6s comme des 
limites de rapports ou des limites de sommes de termes 
infiniment petits. 

II faut ensuite donner k ces rapports et k ces sommes une 
forme analy tique qui permette d'en calculer les limites par 
les proced6s de la differentiation ou de Tint^gration : ce qui 
conduit k chercher des relations entre les infiniment petits 
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quiforment les termes de ces rapports ou de ces sommes, 
et les elements de la question. 

Cette elaboration est entierement fondle sur le principe 
de la substitution des quantites infinithimales, d'apres lequel 
on pent remplacer Tun par I'autre , dans un calcul de li- 
mites, deux infiniment petits qui ne different entre eux que 
par un infiniment petit d'ordre superieur. Ge principe sert 
non seulement h faciliter I'etablissement des relations, 
mais il est Tessence mSme de la methode et la condition 
necessaire de son efiicacit6 (*). 

Une des maniferes les plus commodes de faire usage du 
principe de substitution consiste h assimiler les infiniment 
petits qui peuvent etre substitues Tun k I'autre. De telle 
sorte que sans montrer chaque fois, dans le cours des rai- 
sonnements, qu'on se borne k des applications legitimes 
de ce principe, on accepte d'avance comme valables les re- 
lations obtenues h I'aide des infiniment petits plus simples 
auxquels les autres ont 6te assimil6s. Mais si une pareille 
marche est souvent plus rapide, il faut se garder de croire 
qu'elle soit, au fond, distincte de la precedente, et qu'on 
puisse Ten rendre indepcndante. EUe n'en est, au contraire, 
que la consequence et elle en tire toute sa legitimite. 

(') En effet, toute Tutilit^ des considerations infinit^simales vient 
^videmment de ce que les infiniment petits dont la somme ou le 
rapport a pour limite la quantity cherch^e ne sont pas des parties 
int^grantes de cette quantity, mais en different, au contraire, par 
essence et n^cessairement. Si, par exemple, au lieu de consid6rer 
un arc de courbe comme la limite de la somme des cordes inscrites, 
on se bornait k le decomposer en une infinite de parties, chacune de 
ces parties, etant de m^me nature que Tare lui-mSme, offrirait des 
difficultes identiques pour etre exprimee en fonction des elements 
connus de la question. On n'echappe k ces difficultes que par la 
possibilite de substituer ^ ces parties d'arc d'autres infiniment petits, 
d'une nature differente, tels que les cordes inscrites, pour lesquels 
la recherche des relations ne rencontre pas les memes obstacles. 






METHODE INFINITESIMALE. 217 

89. Lorsque Leibnitz fit connaitre sa nouvelle Analyse, il 
la presenta k peu pres sous la forme de la m6thode d'assimi- 
lation, Ainsi, lescourbes 6taient consid6r6es par lui comme 
des polygones d'un norabre infini de c6t6s infiniment petits ; 
les mouvements varies comme une succession de mou- 
vements uniformes ; les surfaces courbes comme des po- 
lyedres, etc. En un mot, les quantit6s etaient, pour ainsi 
dire, d^composees en elements d'une nature plus simple, 
dont, par consequent, les relations devaient etre plus faciles 
a saisir. Cette m^thode de decomposition (*) etait d'aiUeurs 
bas6e, comme elle doit I'etre, sur le principe de la substitu- 
tion des quantites. Mais ce principe 6tait plutot affirme que 
demontre ; et Ton n^indiquait pas la cause veritable de sa 
rigueur, qui provient de ce que la quantity qu'il s'agit, en 
dernier ressort, de determiner, est une limited c'est-k-dire 
une quantite fixe, dont la valeur ne pent etre influencee par 
les alterations infiniment petites des divers termes figurant 
dans Texpression qui sert k la calculer. II est permis de 
croire que I'illustre inventeur lui-m6me ne s'en rendait pas 
un compte parfaitement exact; car, press6 par les objec- 
tions qui lui venaient de divers c6tes, il r^pondait qu'il trai- 
taitles infiniment petits comme des incomparables, et qu'il 
les negligeait vis-k-vis des quantites finies comme des grains 
de sable par rapport a la mer ( * ) . Aussi ne doit-on pas s'^tonner 
des controverses qui s'engagerent pendant longtemps sur 

(*) La denomination d' Analyse infinMsimale (en grec ivaXuw, 
analyser, decomposer) caract^rise parfaitement cette nature depro- 
c6d^. 
( * ) Garnot a d^peinl cette situation dans le passSige suivant : 
« Leibnitz, qui le premier donna les regies du Galcul infinitesimal, 
r^tablit sur ce principe : qu*on pent prendre k volont^ Tune pour 
I'autre deux grandeurs finies qui ne different entre elles que d'une 
quantity infiniment petite. Ce principe avait I'avantage d'une extreme 
simplicity et d'une application tr^s facile. II fut adopts comme une 
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cette question, et qui contribu6rent k retarder, par les opi- 
nions extremes qu'elles firent naitre, Tetablissement des 
bases veritables de TAnalyse. 

90. Parmi les geometres, les uns, fideles h Pidee premiere 
de Leibnitz , conserverent sa methode et chercherent k en 
eclairer les bases pour la mettre k Tabri de toute attaque. 
Mais ce qui a manque k leur elaboration, c'est de faire 
reposer le principe de la substitution des quantites sur la 
consideration des limites. 

Le dernier terme des efforts de cette ecole a abouti a 
TcBuvre si connue de Garnot : Reflexions sur la metaphy- 
sique du Calcul infinitesimaL Get ecrit, remarquable k plus 

espfece d'axiome, et Ton se contenta de regarder ces quantites infini- 
ment petites comme moindres que toutes celles qui peuvent ^tre ap- 
pr^ci^es ou saisies par rimagination. Bient6t ce principe op^ra des 
prodiges entre les mains de Leibnitz lui-m^me, des fr^res Bernoulli, 
de L'Hopital, etc. Cependant il ne fut pas k I'abri des objections; on 
reprocha k Leibnitz : !• d'employer I'expression de quantites infini- 
ment petites sans I'avoir pr^alablement definie ; 2" de laisser douter, 
en quelque sorte, s'il regardait son calcul comme absolument rigou- 
reux, ou comme une simple methode d'approximation. 

» L'illustre auteur et les hommes c^lfebres qui avaient adopts son 
id^e se contentferent de faire voir, par la solution des probl^mes 
les plus difficiles, la f6condit6 du principe, I'accord constant de son 
r^sultat avec ceux de I'Analyse ordinaire, et I'ascendant qu'il don- 
nait aux nouveaux calculs. Ces succfes multiplies prouvaient victo- 
rieusement que toutes les objections n'^taient que sp6cieuses; mais 
ces savants n'y r^pondirent point d'une mani^re directe, et le noeud 
de la difficult^ resta. II est des v^rit^s dont tous les esprits justes 
sont frapp6s d'abord, et dont cependant la demonstration rigoureuse 
6chappe longtemps aux plus habiles. 

» M. Leibnitz, dit d'Alembert, embarrass^ des objections qu'il 
» sentait que Ton pouvait faire sur les quantites infiniment petites, 
» telles que les consid^re le Calcul diff^rentiel, a mieux aim6 r6duire 
» ses infiniment petits k n'^tre que des incomparables ; ce qui ruine- 
» rait I'exactitude g^om^trique des calculs. » 

{Reflexions sur la metaphy sique du Calcul 
infinitesimal, p. 32, 5« edition.) 
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d'un titre, a fait vMtablement epoque dans I'histoire de 
I'Analyse : aussi merite-t-il une mention toute speciale. 

Carnot fonde la rigueur de la methode leibnitzienne sur 
une conception tres ingenieuse, generalement connue sous 
le nom de principe de la compensation des erreurs. Son argu- 
mentation repose essentiellement sur ce que les erreurs, s'il 
Y en avait dans le resultat final, seraient nccessairement de 
meme nature que les quantit^s infiniment petites qui les 
ont engendr^es. Or, ces quantites, disparaissant toujours 
par le fait meme dela differentiation ou de Tintegration, il 
n'en subsiste aucune trace dans les Equations finales. Celles- 
ci sont done nccessairement et rigoureusement exactes. 

Une telle demonstration, bien que vraie au fond, n'est pas 
satisfaisante pour Tesprit, car elle semble confondre le signe 
de TefiFet avec la cause elle-meme. On voit bien que, si les 
quantites infiniment petites ont disparu, le resultat ne pent 
etre errone, mais on ne voit pas pourquoi ces infiniment 
petits disparaissent inevitablement, et pourquoi en les sup- 
primant on rCtablit Texactitude des relations. 

G'est le point qu'eclaire superieurement la consideration 
des limites. Car s'il est vrai que la limite d'un rapport ou 
d'une somme d'infiiliment petits n'estpas altereepar la pre- 
sence d'infiniment petits d'ordres sup6rieurs, on aperQoit 
tres nettemeht que le r6sultat final, qui n'est autre que la 
valeur meme de la limite, ne saurait en garder de trace. 
Des lors il est indifferent de conserver momentanement 
ou de supprimer tout de suite ces infiniment petits inutiles, 
destines, qu'on le veuille ou non, k disparaitre des relations 
dernieres. 

Les equations appelees imparfaites par Carnot sont done, 
a proprement parler, des equations d'attente ou de transi- 
tion^ qui sont rigoureuses en tant qu'on ne les fera cervir 
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qu'au calcul des limites, et qui seraient, au contrairej abso- 
lument inexactes, si les limites ne devaient pas etre prises 
eflFectivement. II suffit d'avoir presente k Tesprit la desti- 
nation definitive des calcnls, pour n'6prouver aucune incer- 
titude sur la valeur des relations par lesquelles on passe. II 
faut voir dans chacune d'elles, non pas ce qu'elle parait 
exprimer actuellement, mais ce qu'elle exprimera plus tard, 
quand on prendra les limites. 

91. On nous fera remarquer peut-etre que Carnot s'est 
bien garde de presenter la solution en ces termes, et 
qu'il ne s'est pas borne k la recommandation, pour ainsi 
dire machinale, de supprimer purement et simplement, 
dans les Equations dernieres, les infiniment petits qui se 
seraient introduits dans le cours de Tfilaboration. R6duit k 
ces termes, un exp^Ment aussi peu philosophique n'aurait 
pu contenter un esprit comme le sien. Mais il est facile de 
voir que les regies tracees par Tillustre geomfetre, d^pouil- 
lees des habiletes d*argumentation dont elles sont revetues, 
reviennent sensiblement k ce que nous avons indiqu6. Telle 
est, en effet, la suite de Texposition de Carnot, qui me 
parait se resumer dans les trois points suivants : 

1** « CoROLLAiRE IV. — Toute quautiU qu'on est mattre de 
» supposer aussi petite qu-on le vent pent Hre negligee comme 
» absolument nulle, en comparaison de toute autre quantite 
» qui ne pent Hre, comme la premiere, supposee aussi petite 
J) qu'on le veuty sans que les erreurs qui peuvent nattre ainsi 
» dans le cours du calcul puissent en affecter le resultat, du 
» moment que toutes les quantites arbitraires en seront Hi- 
» minees. 

» En effet, en negligeant, comme absolument nulles, 
)) les quantites qui peuvent 6tre suppos6es aussi petites 
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)) qu'on le veut, lorsqu'elles se trouvent ajout^es h d'autres 
» qui ne peuvent de meme etre supposees aussi petites 
» qu'on le veut, ou qu'elles s'en trouvent retranchees, il est 
» evident que les erreurs qui pourront en naitre dans le 
» cours du calcul ou en affecter le r6sultat pourront etre 
» pareillement supposees aussi petites qu'on le voudra; 
)) done il restera dans ce resultat quelque chose d'arbi- 
» traire, ce qui est contre Thypothfese, puisque toutes les 
» quantites arhitr aires sont supposees entierement eliminees 
o (p. 30, 5® edition). » 

Carnot est ainsi conduit k distinguer des equations qull 
nomme imparfaites : « J'appelle , dit-il , equation impar- 
» faite toute Equation dont Inexactitude rigoureuse n'est pas 
» demontree, mais dont on sait cependant que Terreur, 
» s'il en existe une, pent etre supposee aussi petite qu'on 
;> le veut ; c'est-^-dire telle que, pour rendre cette equa- 
» tion parfaitement exacte, il suffit de substituer aux 
» quantites qui y entrent, ou seulement k quelques-unes 
» d'entre elles, d'autres quantites qui en different infini- 
» ment peu (p. 37). » 

2** Carnot, tout en prenant pour valeur de la diiferen- 
tielle la quantity que nous avons prise nous-mgme, c'est-k- 
dire le produit de la deriv6e par Taccroissement de la 
variable independante, regarde cette dififerentielle comme 
representant la difference de la fonction, hypothtee qui 
consiste k negliger les infiniment petits d'ordres sup6rieurs 
au premier qui entrent dans Texpression de cette difference, 
a On entend, dit-il, par le mot differentielle la difference de 
» deux valeurs successives d'une meme variable (depen- 
» dante ou independantejjlorsqueTonconsidere lesysteme 
» auquel elle appartient, dans deux ou plusieurs etats 
» consecutifs, dont I'un est regard^ comme fixe et les 



222 TROISIEME PARTIE. 

>» autres comme se rapprochant continuellement et simul- 
n tanement du premier jusqu'^ en differer aussi peu qu'on 
» le veut (p. 52). » 

II suit de Ik que toute equation dans laquelle la diflKren- 
tielle figure comme expression de la difKrence est par 1^ 
meme une Equation imparfaite, de la nature de celles pre- 
cedemment d6finies. 

3* Dans la resolution d'un probleme, il arrivera, d'une 
part, que les hypotheses faites sur la nature des quantites, 
dans le but de simplifler la mise en Equation, fourniront 
imm6diatement des equations imparfaites, dans lesquelles 
figureront des expressions de diflferentielles ; et, d'autre 
part, que la substitution des valeurs de ces differentielles, 
calculees d'apres les 6quations donnees, apportera une 
autre cause dlmperfection. Les Equations doublement im- 
parfaites ainsi obtenues redeviennent parfaites par la 
disparition des erreurs qui s'y compensent. Cette marche 
pent etre observ6e dans les divers problemes trait^s par 
Tauteur : par exemple , dans celui de la recherche de la 
sous-tangente de la courbe qui a pour Equation (n** 72 de 
rOuvrage cit6, p. 74) : 

ay"^-*-^z=zx"'{a — xy\ 

La courbe etant consider6e comme un polygone d'un 
nombre infini de c6tes, on obtient, en suite de cette hy- 
pothese, une premiere expression imparfaite de la sous- 

tangente, y-r-? dans laquelle dy repr^sente une difference. 

D'autre part, la differentiation de Tequation de la courbe 

fournit pour -j- une valeur 

(771-1- n) a?/'""*"" ~* 
m(a — x]'' o;'"-^ — n^c"* (a — x]"-^ ^ 
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qu'on doit regarder aussi comme imparfaite , puisque dy, 
qiii est une diiF^rence, s'y trouve calculee comme si elle 
etait simplement egale au produit de la d6riv6e par Tac- 

croissement de la variable. Cette valeur de t-> substituee 

dy 

dans Texpression de la sous-tangente, donne 

sous-tangente = - — ■ -^ ~ , 

m{a — x) — nx 

a equation, dit Carnot, qui, etant degag^e de toute consid^- 
D ration deTinfini, est rigoureusement exacte, et me donne 
» la valeur cherchee de la sous-tangente (p. 75 ) ». 

C'est k de semblables r^sultats que s'applique justement 
notre objection. Car pourquoi les erreurs se compensent- 
elles? Nous voyons bien que cela a lieu, mais nous ne dis-, 
cernons pas par quelle cause. 

Cette difficult6 avait 6t6 profondement sentie par La- 
grange, et c'est ainsi qu'il la m^et en relief dans sa Theorie 
des fonctions analytiques : 

« II me semble que, comme dans le Calcul differentiel, 
» tel qu'on Temploie, on considere et Ton calcule, en eflfet, 
» les quantites infiniment petites ou supposees infiniment 
yi petites elles-mSmes; la veritable m^taphysique de ce 
»• calcul consiste en ce que I'erreur resultant de cette 
w fausse supposition est redressee ou compensee par celle 
» qui nait des proc6d6s memes du calcul, suivant lesquels 
1) on ne retient dans la differentiation que les quantites 
n infiniment petites du mSme ordre. Par exemple, en re- 
» gardant une courbe comme un polygene d'un nombre 
» infini de c6t6s chacun infiniment petit, et dont lepro- 
» longement est la tangente de la courbe, il est clair qu'on 
» fait une supposition erronee; mais Terreur se trouve 
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» corrigee dans le calcul par romission qu'on y fait des 

» quantites infiniment petites. C'est ce qu'on pent f aire voir 

» aisement dans des exempJes, mats dont il serait peut- 

» Hre difficile de donner une demonstration generate, » 

92. Tandis que Tecole leibnitzienne admettait les infi- 
niment petits et negligeait les limites, d'autres geome- 
tres, au contraire, empruntaient les limites et rejetaient 
absolument les infiniment petits, obeissant en cela au 
sentiment que Lagrange exprimait plus tard : « Mais il 
» faut convenir, dit-il dans sa Theorie des fonctions ana- 
» lytiques, que cette idee, quoique juste en elle-meme, 
» n'est pas assez claire pour servir de principe a une 
» science dont la certitude doit etre fondee sur Tevidence, et 
' » surtout pour etre presentee aux commenQants. » Ges geo- 
metres edifierent done le Calcul infinitesimal sur la notion 
exclusive des limites ; et, dans les rapports ou les sommes 
de quantites convergeant vers zero, ils ne virentplus que 
les limites m^mes de ces rapports ou de ces sommes, sans 
vouloir considerer aussi, individuellement, les termes 
qui les composent. Dans un pareil systeme, Texpression 

■ ^ > par exemple, ne repr^sente rien, et c'est I'expres- 

sion lim— ^^ — qui seule a une signification. A plus forte 

raison les termes ^f(x) et Ao?, qui figurent dans le rapport, 
ne peuvent-ils jamais etre envisages separement. En un 
mot, on a des derivees et des integrates (limites de rap- 
ports ou de sommes), mais on n'apas d'accroissements infi- 
niment petits. Un tel point de vue est incontestablement 
rigoureux, mais offre un inconvenient capital : celui de se 
preter fort mal k la mise en equations des problemes. T/est 
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ce dont il est aise de se rendre compte en examinant les 
precedes que nous avons d6duits de la consideration directe 
des infiniment petits. La faculty, evidemment si commode, 
de remplacer k tout instant, dans le calcul, un infiniment 
petit quelconque par un autre qui n'en difffere que d'un 
infiniment petit d'ordre sup6rieur, cette faculty, dis-je. 
echappe completement (*)• On pent dire que la m^thode des 
limites avait perdu en simplicite ce qu'elle avait gagne en 
rigueur sur sa rivale. 

93. La divergence des points de vue que nous venons de 
signaler 6tait due k la demarcation profonde obstinement 
etablie entre la notion de limite et ceUe dHnfiniment petit, Et 
vraiment on s'en 6tonne quandon pense combien est etroite 
la connexion naturelle de ces deux conceptions. Comment, 
en effet, concevoir une limite sans un infiniment petit cor- 
respondant? Puisqu'une limite est une valeur fixe dont 
s*approche une quantite variable, la difference entre cette 
limite et la variable n'est-elle pas une quantite d^croissant 
indefiniment et pouvant Stre rendue aussi petite qu'on Ic 

( ' ) M. Auguste Gomte, bien que plac6 h un point de vue tr6s dif- 
ferent du n6tre, — puisqu'il repousse la conception des infiniment 
petits, — n'en a pas moins caract6ris6 les inconv^nients dont nous 
parlous. « D'un autre c6t6, dit-il, elle (la notion exclusive des limites) 
X est bien loin d'offrir, pour la solution des problfemes, d'aussi puis- 
» santes ressources que la m^thode infinit^simale. Gette obligation 
») qu'elle impose de ne consid^rer jamais les accroissements des gran- 
» deurs s^par^ment et en eux-mfimes, ni seulement dans leurs rap- 
» ports, mais uniquement dans les limites de ces rapports, ralentit 
» consid^rablement la marche de I'intelligence pour la formation 
» des Equations auxiliaires. On peut meme dire qu'elle gdne beau- 
» coup les transformations purement analytiques. Aussi le calail 
» transcendant, consider^ s^par^ment de ses applications, est-il loin 
* d'offrir dans cette m^thode T^tendue et la gen6ralit6 que lui a impri- 
w m^es la conception de Leibnitz ». {Cours de Philosophie positive, 
t. !•', p. 189.) 

De Freycinet. — Anal, infin. i5 
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veut, c'est-a-direuninfiniment petit dans la veritable accep- 
tion du mot? Et encore, sil'on considere la limite du rapport 
de deux quantites variables con vergeant vers z6ro, comment 
songer h cette limite sans songer en meme temps aux infi- 
niment petits qui forment les termes du rapport? Inverse- 
ment, comment avoir la notion d'un inflniment petit sans 
avoir cello de deux quantit6s dont il serait la difference, 
ou meme sans concevoir la limite posee h cette decroissance 
indeflnie, limite qui est ici zero ? 

Aussi n'est-ce pas sans surprise que nous avons vu un 
des plus eminents penseurs de ce siecle maintenir entre 
les deux conceptions une barriere infranchissable, puisqu'il 
admet Tune comme rigoureuse et repousse I'autre comme 
essentiellement faussc. « Quand on considere, dit-il, en elle- 
» mgme, et sous le rapport logique, la conception de Leib- 
» nitz, on ne pent s'empScher de reconnaitre avec Lagrange 
» qu'elle est radicalement vicicuse, en ce que, suivant ses 
» expressions, la notion des inflniment petits est une idee 
» fausse, qu'il est impossible, en cfFet, de se representor 
» nettement, quoiqu'on se fasse quelquefois illusion k cet 
» 6gard. L' Analyse transcendante, ainsi concue, presente, k 
» mes yeux, cette grande imperfection pbilosophique, de 
» se trouver encore essentiellement fondee sur ces principes 
» m^taphysiques dont I'esprit humain a eu tant de peine a 
» d^gager toutes ses theories positives. Sous ce rapport, on 
)) pent dire que la Methodc infinit^simale porte vraiment 
)) I'empreinte caract6rislique de I'epoque de sa fondation 
» ct du genie propre de son fondateur ( * ) » . 

94. Au fond, les motifs des repugnances manifestees 
contre les inflniment petits se resument dans cette pens^e 

(*) AuQUSTE CoyiTE, Philosophie positive. 
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de Lagrange, qu'on a « le grand inconvenient de consid^rer 
» les quantit^s dans I'etat oti elles cessent, pour ainsi dire, 
» d'etre quantites » ; autrement dit, les infiniment petits 
n'existent pas. II me parait qu'il y a 1^ un malentendu. 
Veut-on parler des quantites naturelles, ou de I'objet de nos 
conceptions rationnelles ? Si Ton entend que dans la nature 
il n'y a pas d'inflniment petits, c'est incontestable; tout ce 
qui existe est determine et par consequent flni. Mais, k ce 
point de vue, il n'y a pas non plus de quantite variable : une 
quantite, par cela seul qu'elle est, a une valeur actuelle 
precise. Notre esprit seul cr^e la notion de variable, en rap- 
prochant les grandeurs de quantites voisines et les regarr 
dant comme des valours successives d'une meme quantity. 
La notion de variable n'est pas plus legitime que celle 
dlnfiniment petit, et il faut les admettre ou les repousser 
toutes les deux. 

C'est en rendant aux limites et aux infiniment petits leur 
connexite naturelle, qu'on arrive h. constituer une m6thode 
simple et rigoureuse : simple quant h. ses precedes, rigou- 
reuse quant k ses bases. 



CHAPITRE XVL 



APERgU DE LA MfiTHODE DE LAGRANGE 



95. On remarquera que, dans cet expose des diverses 
phases de T Analyse infinitesimale, nous n'avons pas parle 
de la m^thode de Lagrange, qui occupe pourtant une si 
grande place dans I'histoire des Mathematiques. Cette 
omission est volontaire. Une semblable methode ne pouvait, 
en effet, faire partie d'une exposition de TAnalyse infini- 
tesimale proprement dite, puisqu'elle a precisement pour 
objet de rejeter toute espece d'idee deTinflni, et d'y suppleer 
par des considerations purement algebriques. 

Ce grand geometre, pr6occupe des difflcultes soulev^es 
par Tanalyse leibnitzienne, et d6sireux d'y mettre un terme, 
repoussa h. la fois la notion des limites et celle des infini- 
ment petits, comme devant rester etrangeres h. Tesprit de 
TAnalyse, laquelle, disait-il, « ne doit avoir d'autre meta- 
» physique que celle qui consiste dans les premiers prin- 
» cipes et dans les premieres operations du calcul ». 

II est visible neanmoins que I'idee des limites, et par suite 
celle des infiniment petits, qui n'en est que la reproduction 
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SOUS un autre aspect, loin d'etre introduite artificiellement 
dans le calcul, est suggeree par la nature meme des choses, 
et qu'il ne nous appartient pas de la rejeter. Nous Tavons 
reconnu tout k Theure pour les inflniment petits : la notion 
en est aussi legitime que celle de variable. J'en dirai autant 
des limites. On les retrouve au fond de nos conceptions les 
plus essentielles. Sans elles, par exemple, comment definir 
la Vitesse, dont Tidee, plus ou moins confuse, existe dans 
tons les esprits? Je crois impossible de concevoir la vitesse 
du mouvement varie autrement que comme limite du rap- 
port de Tespace parcouru au temps employe k le parcourir, 
k mesure que cet espace et ce temps diminuent ind6fini- 
ment (* ). En vain a-t-on essaye de se passer de la notion de 
limite, en appelant vitesse d'un mouvement varie la vitesse 
du mouvement uniforme qui s*etablirait, si toutes les forces 
motrices cessaient subitement leur action. Une telle defini- 
tion a le vice radical d'impliquer la connaissance de la loi 
d'inertie, dont elle doit rester independante : les lois ne 

( ' ) Voici comment je me suis exprim^ a cet 6gard dans mon Traite 

(is 
de M4canique rationnelle (t. I°'", p. 10) : « La definition Y — ~ 

» fou lim— ] n'est autre chose que la precision math^matique donn^e 

» a I'id^e instinctive que chacunde nousse faitde la vitesse, en dehors 

» de toute consideration scientifique. Gar si nous voulons appr^cier 

» la vitesse d*un objet en marche, notre premier sentiment nous porte 

» k. mesurer Tespace parcouru pendant un temps assez court, et ^ 

» prendre le rapport de cet espace k ce temps pour expression de la 

» vitesse. Nous concevons d'ailleurs irhs bien que nous avons une 

» connaissance d'autant plus exacte de cette vitesse que Tespace 

» mesure a une moindre longueur. En sorte que, finalement, si nous 

» voulons aller au fond des choses et voir en quoi consiste v^rita- 

» blement notre notion instinctive de la vitesse, nous reconnaissons 

As 
» que c'est pr^cisement la limite ideale du rapport -^ dont nos 

» observations materielles cherchent k se rapprocher de plus en plus. » 
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peuvent servir qu'^ calculer les quantites et nuUement a les 
definir. 

96. Lagrange a entierement fonde sa m6thode sur la 
th^orie du developpement des fonctions en series (*). 

II commence par etablir que toute fonction, algebrique 
ou transcendante, de la forme f{x-{-h), pent §tre d6ve- 
loppee en une serie ordonnee suivant les puissances posi- 
tives, entieres et ascendantes de /i, et qu'on a, dans lous les 
cas, 

f[x -H h] = f[x] -^^{x]h-^^[x]Y-^-\- ^[x] ^^-^ -+-...; 

cette serie etant terminee ou non, selon la nature de la 
fonction /"(x-h/i). 

Quant aux fonctions 9(0?), ^(a?), xi^)? • • • 4^^ servent de 
multiplicateurs aux puissances de /i, et qui en sont inde- 
pendantes, Lagrange demontre qu'elles se rattachent les 
unes aux autres par une loi constante, c'est-^-dire que 
^[x] derive de <^[x] comme f^[x] de f[x]^ et x(^) derive 
de ^[x] comme ^[x] de ^[x]\ et ainsi de suite. De telle 
sorte que si Ton salt deriver de la fonction donn^e la pre- 
miere fonction 9 (a?), on saura deriver successivement toutes 
les autres. Cette loi de derivation est pr6cisement celle qu'on 
etablit d'apres un autre point de vue, dans le Calcul diffe- 
rentiel. Lagrange obtient ainsi pour I'expression de 9(3;) la 
mSme fonction trouv6e prec6demment pour representer la 
limite du rapport des accroissements des deux variables, 
ou ce qu'on a nomme la fonction derivee. Le developpement 



(*) II faut 6tudier cette m^thode dans les ouvrages mSmes de 
Lagrange : Theorie des fonctions analytiquea et Calcul des fonc- 
tions. 
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ci-dessu8 prcnd la forme connue 



1.2 ' ' ' 1.2.3 

Cette serie n'est autre que celle de Taylor, et se trouve 
ainsi etablie par des considerations directes et indepen- 
damment de toute notion de limite et d^inflniment petit. 
Les derivees dont on y fait usage ont un caractfere pure- 
ment algebrique, ce qui atteint le but que Tauteur s'etait 
propose. 

97. Reste h examiner comment cette nouvelle conception 
des foncLions derivees pent s^adapter h la solution des divers 
problemes. 

G'est ici lapartie vraiment faible de la methode, celle qui 
presente d'insurmontables difficultes h Tapplication (*). 

(') II y aurait aussi bien des choses ^ dire sur la demonstration 
elle-meme de la s^rie de Taylor, telle que la donne Lagrange. Cette 
demonstration est loin d'etre inattaquable. M. Gournot a presents, k 
ce sujet, d'excellentes reflexions dans son Traitd M^mentaire de la 
IMorie des fonctions. Je citerai notamment le passage suivant 
(t. I", p. 178): « Le developpement en serie n'a de sens que 
i) lorsqu'il m^ne k une serie convergente, ou mieux encore lorsqu'il 
» est demontre que le reste de la serie tend sans cesse vers la limite 
» zero quand le nombre des termes croit indefiniment. Toute induc- 
» tion tiree d*un developpement en serie non convergente manque 
» de solidite, et peut conduire, comme des exemples le font voir, a 
» des resultats fautifs. La methode de Lagrange n'a done point 
» I'avantage d'eiiminer la notion des limites ou toute autre equiva- 
» lente. La nature des choses et les lois de Tentendement exigent ici 
» Temploi de Tune de ces notions auxiliaires dont le simple developpe- 
» ment par TAlgfebre du principe d'identite ne peut tenir la place. 

)) 

)) Le developpement en serie n'est qu'un artifice de calcuJ 

» et ne peut convenablement servir k etablir des lois et des rapports 
» dontPexistence est independante de nos precedes artificiels. » Judi- 
cieuses reflexions, qui rendent k la conception des derivees son veri- 
table caract^re, et qui font ressortir le singulier paralogisme dans 
lequel est tombe un si grand esprit. 
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Car, etant ^cartees les notions de limite et d'inftniment 
petit, il faut, de toute n6cessit6, ramener chaque question a 
une forme telle qu'on soit conduit k envisager le d6velop- 
pement qu'affecte une fonction quand la variable recoit ua 
accroissement fini quelconque. On pressent combien doit 
etre gSnante une pareille sujetion ; car s'il est des questions 
ou le developpement de la fonction se presente naturellement 
(comme dans la th^orie des contacts de divers ordres), il en 
est d'autres, en plus grand nombre, ou ce point de vue ne 
peut etre introduit qu'artiflciellement et en alterant la verit6 
des choses. Pour faire comprendre notre pensee, nous nous 
bornerons h citer un des exemples oil la difficult^ passe 
pour avoir ete leplusheureusement surmontee par Tillustre 
geometre : celui de la determination de la vitesse et de la 
force acceleratrice dans le mouvement varie. 

98. Apres avoir pris pour definition de la vitesse, dans le 
mouvement uniforme, le rapport constant de Tespace par- 
couru au temps, Lagrange s'occupe du mouvement recti- 
ligne varie et s'exprime de la maniere suivante ( * ) : 

« Considerons maintenant un mouvement rectiligne 
» quelconque repr^sente par I'^quation x = f(t),f(t) etant 
)j une fonction quelconque de t, Au bout du temps «, le 
» mobile aura parcouru I'espace f(t); et au bout du temps 
^) ^ -h 6, il aura parcouru Tespace /*(? -f- 6) : par consequent 
» la difference f{t-i-^] ~f(t) sera Tespace parcouru pen- 
» dant le temps 0, qui a commence a I'instant ou le temps 
» t a fini. La fonction /*(« h- 6), 6tant developp^e suivant les 
» puissances de G, devient 

(*) Theorie des fonctions analytiquea, p. 319 et suiv. 
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» comme on Ta vu dans la premifere partie : done Tes- 
» pace parcouru durant le temps sera represents par la 
» formule 

w dans laquelle le temps t ecoule avant le temps 6 est main- 

» tenant regard^ comme une constante. Ainsi le mouvement 

» par lequel cet espace est parcouru sera compose de diffe- 

» rents mouvements partiels, dont les espaces rSpondant 

ft* 6^ 

» au temps 6 seront O/'V-, T-3r(0. ,. ., A (O,-- ; et 

1 . <c 1 . -c . O 

» Ton voit que le premier de ces mouvements partiels sera 
» uniforme avec une vitesse mesurSe ^3x f(t), et que le 
» second sera uniformement acc61ere et dd a une force 
» accelera trice proportionnelle k {["[t], A TSgard des 
» autres, comme ils ne se rapportent k aucun mouvement 
» simple connu, il ne sera pas nScessaire de les considerer 
» en particulier, et nous allons faire voir que Ton pent en 
» faire abstraction dans la determination du mouvement au 
)) commencement du temps 6. 



» 



» On pent conclure de 1^ que tout mouvement rectiligne, 
» represents par I'equation x=if(t]^ pent, dans un instant 
» quelconque au bout du temps t, Stre regards comme 
» compose d'un mouvement uniforme At, a une vitesse 
» imprimee au mobile, mesurSe par f(t]yet d'un mouve- 
)) ment uniformement accSlSrS dii k une force accelSra- 
» trice agissant sur le mobile et proportionnelle k if"(t), 
» ou simplement kf*^(t)] que, par consequent, si les causes 
» qui empSchent le mouvement proposS d'Stre uniforme 
» venaient k cesser toutk coup, le mouvement se continue- 
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» rait dfes cet instant d'une maniere uniforme avec une 
» Vitesse mesur^e par f'(t] ; et que si Teflfet de ces causes, 
» au lien de devenir nul, devenait constant, le mouvement 
» deviendrait compose du mouvement uniforme dont nous 
» venons de parler, et d'un mouvement uniformement 
)) accelere, commengant au m§me instant, en vertu d'une 
» force acc61eratrice constante et proportionnelle k ["(t). 
» 

» Done, en general, dans tout mouvement rectiligne 
» dans lequel Tespace parcouru est une fonction donnee 
» du temps ecoule, la fonction prime (derivee premiere) 
» de cette fonction representera la vitesse, et la fonction 
» seconde representera la force acceleratrice dans un in- 

» slant qiielconque D*ou Ton voit que les 

» fonctions primes et secondes se presentent naturellement 
» dans la Mecanique, oii elles ont une valeur et une signi- 
» flcation determinees » 

99. Voil&donc des notions naturelles qui, pour etre con- 
venablement precisees, necessitent la connaissance prea- 
lable du developpement des fonctions en serie ! comma si 
ridee de la vitesse et celle de la force n'etaient pas, dans 
notre esprit, anterieures k Tetude de TAlgebre. Que cette 
science soit indispensable pour calculer les valours de la 
vitesse et de la force acceleratrice d'un mouvement donne, 
cela se congoit ; mais qu'elle serve k les defmir, c'est ce qui 
nous semble un renversement de la logique. 

En vain, pour relever les avantages de sa methode, 
Teminent auteur dira-t-il plus loin : « Ces notions de la 
» vitesse et de la force acceleratrice sont , comme on le 
» voit, tres simples, et independantes de toute metapby- 
» sique. Elles sont fondees sur la nature du mouvement 
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» regards comme le transport d'un corps d'un lieu k un 
» autre. » On est en droit de r^pondre que si, dans une 
semblable m6thode, les notions semblent, k la v^rite, inde- 
pendantes de toute m^taphysique, elles ne le sont pas, en 
revanche, de toute recherche physique, car elles impli- 
quent la verification exp6rimentale des lois essentielles du 
mouvement. S'il n'etait pas reconnu, par exemple, que la 
cessation des forces motrices laisse subsister integralement 
la Vitesse actuelle du mobile, on ne pourrait plus dire que, 
ces forces venant k disparaitre, le mouvement se continuera 
d*une maniere uniforme, avec une vitesse mesur^e par f(t). 
La definition serait done en d6faut. Or, si la loi d'inertie 
etait differente de ce qu'elle est reellement, en quoi cette 
circonstance influerait-elle sur I'idee naturelle que nous 
nous formons de la vitesse d'un objet en marche (*)? De 
meme, si la loi d'ind^pendance des mouvements 6tait autre 
que Texperience nous Ta rev61ee,le mouvement produit par 
une force constante ne serait plus uniform^ment acc61^re. 
La force acc616ratrice du mouvement varie ne serait done 
pas representee par la derivee seconde de Tespace parcouru. 
Et cependant nous n'en aurions pas moins la notion de la 
valeur determinee d'un effort variable, k un moment donn6. 

Qu'on songe combien de semblables detours paraitraient 
penibles, s'ils n'etaient pas dissimules par les habiletes 
d'analyse du premier g^ometre du siecle ! 

Ce n'est pas tout encore. Non seulement il faut, en bien 
des cas, contraindre les notions naturelles pour approprier 
les questions au calcul, — car ce n'est plus le calcul qui est 
appropri6 aux questions, — mais, lorsque le probleme se 



^') Voir, pour plus amples d^veloppements, mon Traite de M6ca- 
nique rationnelle, 1. 1", p. 43. 
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complique, rinstrument meme cesse d'etre maniable. Rien 
de plus signiflcatif k cet egard que Texemple offert par 
son propre inventeur. Lagrange lui-mSme, malgre sa pro- 
digieuse facilite, n'a pu conserver sa methode, et a suivi 
exclusivement celle de Leibnitz dans le systeme entier de 
la Mecanique analytique, 

100. Gela nous prouve que les artifices mis en oeuvre par 
les plus grands esprits ne suffisent point pour suppl6er les 
conceptions suggerees par la nature meme des choses. Les 
notions de limite et dlnfiniment petit sont en rapport 
direct avec les phenomenes, et correspondent k des objets 
dont la consideration se presente d'elle-meme k I'esprit. II 
faut done les accepter franchement, et ne pas les rejeter 
sous le pretexte qu'elles n'interviennent pas dans TAnalyse 
ordinaire. Ghaque branche de la science est caracterisee par 
les conceptions speciales qui lui servent de bases, et Ton 
ne doit pas s*6tonner que TAnalyse infinitesimale ait les 
siennes propres. C'est en se placant k un semblable point 
de vue que les theories peuvent ^tre edifices avec rigueur 
et sans contrarier les penchants de Tesprit. Sous ce rap- 
port, I'effort tente vainement par Timmortel Lagrange nous 
parait offrir un enseignement que Ton ne saurait trop 
mMiter. 



FIN. 
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